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Введение 

      Цель преподавания математики в вузе - ознакомить студентов с основами математического 

аппарата дисциплины Математика, необходимого для решения теоретических и практических 

задач, привить студентам умение самостоятельно изучать учебную литературу по  Математике 

и ее приложениям, развить логическое мышление и повысить общий уровень математической 

культуры, выработать навыки математического исследования прикладных вопросов и умением 

перевести задачу на математический язык.    

Перед выполнением заданий студент должен изучить соответствующие разделы курса по  

рекомендуемым учебным пособиям
 В процессе самостоятельного изучения материала студент может решить 

предложенный в методическом указании набор заданий. Это позволит студенту судить 

о степени усвоения соответствующего раздела курса, укажет на имеющиеся у него пробелы, 

на желательное направление работы, поможет сформулировать вопросы для постановки их 

перед преподавателем.  Если студент испытывает затруднения в освоении теоретического или 

практического материала, то он может получить устную или письменную консультацию у 

преподавателя.

3



Практические занятия № 1-8 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ 
И ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

Основные теоретические сведения 

1. Определителем (детерминантом) n-го порядка называется число D, равное

алгебраической сумме n! членов, составленных определенным образом из элемен-
тов определителя. Обозначение: 

nnnn

n

n

ij

aaa

aaa
aaa

aD

...
............

...

...

]det[

21

22221

11211

==

Алгебраическим дополнением Аij элемента аij определителя n-го порядка назы-
вается определитель (n - 1)-го порядка, полученный из исходного вычеркиванием 
i-й строки и j-го столбца и умноженный на (- 1)i+j .

Рекуррентная формула для вычисления определителя n-го порядка имеет вид 

nnnnnnnn AaAaAaD +++= ...2211

(разложение определителя по элементам n-й строки). 
Определитель второго порядка 

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

D −==

2. Скалярным произведением двух векторов kajaiaa zyx

rrrr
++= и 

kbjbibb zyx

rrrr
++=  называется число, определяемое равенством 

zzyyxx babababababa ++=⋅⋅=⋅= ϕcos),(
rvrvrv

(1) 

где ϕ  - угол между векторами ar  и b
r

.
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Рис. 1 Рис. 2 

3. Векторным произведением двух векторов ar и b
r
называется вектор сr ,

длина которого равна произведению длин векторов-сомножителей на синус угла 
между ними и который направлен перпендикулярно векторам ar и b

r
так, что

векторы ar , b
r

, с
r

 образуют правую тройку (рис. 1):

==×==

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

babac

rrr
rrrrr ],[

;)()()( kbabajbabaibaba xyyxzxxzyzzy

rrr
−+−+−=

ϕsinbac
rrr

=  

(2) 

Геометрически cr  равен площади S параллелограмма, построенного на век-

торах ar  и b
r

:

ϕsinbaS
rr

=

4. Смешанное      произведение      трех       векторов     ,kajaiaa zyx

rrrr
++=

kcjcicckbjbibb zyxzyx

rrrrrrrr
++=++= ,  есть число, равное 

baс
rrr

×= );;( CBAN
r

b
r

ar

ϕ

2М
1М 3М
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zyx

zyx

zyx

ссс
bbb
aaa

cba =
rrr

(3) 

Модуль смешанного произведения равен объему параллелепипеда, построенного
на векторах ar , b

r
, с

r
.

5. Общее уравнение плоскости Р имеет вид

Ax + By + Cz + D = 0, 

где kCjBiAN
rrrr

++= - нормальный вектор плоскости (рис. 2).
Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки М0(x0,y0,z0), 

М1(x1,y1,z1), и М2(x2,y2,z2) имеет вид 

0

020202

010101

000

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

(4) 

Угол между двумя плоскостями, имеющими нормальные векторы 
kCjBiAN
rrrr

1111 ++= и kCjBiAN
rrrr

2222 ++= , определяется как угол между 

1N
r

 и 2N
r

; косинус этого угла находится по формуле 

21

21cos
NN
NN rr
rr

⋅
=ϕ (5) 

6. Уравнения прямой в пространстве, проходящей через две заданные точки
М0(x0,y0,z0) и М1(x1,y1,z1) имеют вид 

01

0

01

0

01

0

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

(6) 

7. Матрицей )( ijaA =  размера nm ×  называется прямоугольная таблица
чисел, состоящая из т строк и n столбцов: 
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



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

Произведением матрицы )( ijaA =  размера rm ×  на матрицу )( jkbB =

размера nr ×  называется матрица )( ikcABC ==  размера nm ×  c элементами 

rkirkikiik bababac +++= ...2211 (7) 

(поэлементное умножение i-й строки матрицы A на k-й столбец матрицы B). 
Матрица размера nn ×  называется квадратной матрицей n-го порядка. Эле-

менты nnaaa ,...,, 2211 образуют главную диагональ матрицы. Определитель, 
составленный из элементов квадратной матрицы, называется определителем мат-
рицы н обозначается A или Adet .

Матрица Е с элементами 




≠
=

=
jiпри
jiпри

aij 0
1

называется единичной 

матрицей n-го порядка. 
Матрица 1−A  называется обратной к матрице ),0(det ≠AA  если 

EAAAA == −− 11 (8) 

Элементы 
1−

ija  обратной матрицы )( 11 −− = ijaA  вычисляются по формулам

,1

A
A

a ij
ij =−

 (9) 

где ijA -  алгебраическое дополнение элемента ija , матрицы A , а A - ее опреде-
литель. 

8. Матрица rA  называется канонической, если в начале ее главной диагонали 
стоят единицы, а все остальные элементы равны нулю; например, 
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

















=

0000
0100
0010
0001

A

Любая матрица А может быть приведена к каноническому виду rA  путем 
элементарных преобразований: а) перестановки столбцов (строк); б) умножения 
столбца (строки) на число, отличное от нуля; в) прибавления к элементам какого-
либо столбца (строки) соответствующих элементов другого столбца (строки), 
умноженных на число. 

Матрицы, переходящие друг в друга в результате элементарных преобразова-
ний, называются эквивалентными: A ~ rA .

Число г единиц, стоящих на главной диагонали канонической матрицы rA  не 
зависит от способа приведения матрицы А к каноническому виду и называется 
рангом исходной матрицы A: r(A)=r. Эквивалентные матрицы имеют один и тот 
же ранг. 

9. Система   трех   линейных  уравнений   с   тремя   неизвестными   х1,   х2,
х3 имеет вид 








=++
=++
=++

,
,
,

3333232131

2323222121

1313212111

bхахаха
bхахаха
bхахаха

(10) 

где ijа  - коэффициенты системы; ib  - свободные члены. Определитель третьего 
порядка ∆ , составленный из коэффициентов при неизвестных, называется 
определителем системы. Если 0≠∆ , то единственное решение системы (10) 
выражается формулами Крамера: 

,/;/;/ 332211 ∆∆=∆∆=∆∆= xxx (11) 

где 321 ,, ∆∆∆ - определители третьего порядка, получаемые из определителя
системы ∆  заменой 1, 2 или 3-го столбца соответственно свободными членами 

321 ,, bbb . 
Систему (10) можно записать матричной форме: BAX = , где 
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.,,

3

2

1

3

2

1

333231

232221

131211
















=
















=
















=

b
b
b

B
x
x
x

X
aaa
aaa
aaa

A

Тогда ее решение имеет вид 

,1BAX −= (12) 

если определитель системы отличен от нуля. 
Если система линейных уравнений с  n  неизвестными совместна, а ранг 

матрицы системы меньше числа неизвестных, т. е. 

nr < (13) 

то система имеет бесконечное множество решений. Свободные  n – r  неизвестных 
выбираются произвольно, а главные r  неизвестных определяются единственным 
образом через свободные неизвестные. 

9. Вектор-столбец

0

.

.

.
2

1

≠

























=

nx

x
x

X

называется собственным вектором квадратной матрицы А п-го порядка, со-
ответствующим собственному значению λ, если он удовлетворяет матричному 
уравнению 

АХ=λХ,  или  (А - λЕ)Х = 0 
Здесь Е - единичная матрица n-го порядка, а 0 - нулевой вектор-столбец. При 
условии, что вектор Х≠О, получаем характеристическое уравнение для определе-
ния собственных значений λ: 

0)det( =− EA λ  (14) 

Координаты собственного вектора Xi  соответствующего собственному зна-
чению λi, являются решением системы уравнений 
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








=−+++

=++−+
=+++−

0)(...
.................................................

0...)(
0...)(

2211

22222121

12121111

nnnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

λ

λ
λ

(15) 

Собственный вектор определяется с точностью до постоянного множителя. 
Пример 1. По координатам вершин пирамиды А1 (3; -2; 2), А2 (1; —3; 1), A3 (2; 

0; 4), А4 (6; -4; 6) найти: 1) длины ребер А1Аг и А1А3; 2) угол между ребрами А1Аг и 
А1А3; 3) площадь грани А1АгА3 ; 4) объем пирамиды 

Решение. 1) Находим векторы А1Аг и А1А3: 

;2)21())2(3()31(21 kjikjiAA
rrrrrr

−−−=−+−−−+−=  

.22)24())2(0()32(31 kjikjiAA
rrrrrr

++−=−+−−+−=

Длины этих векторов, т. е. длины ребер А1Аг и А1А3, таковы: 

;6)1()1()2( 222
21 =−+−+−=AA

.322)1( 222
31 =++−=AA

2) Скалярное произведение векторов 21AA  и 31 AA  находим по формуле (1): 

,22)1(2)1()1()2(3121 −=⋅−+⋅−+−⋅−=⋅ AAAA

а косинус угла между ними — по формуле (5): 

27,0
63
2cos

3121

3121 −=
−

=
⋅

=
AAAA
AAAAφ

Отсюда следует, что φ  — тупой угол, равный 85,127,0arccos =−π рад с точ-
ностью до 0,01. Это и есть искомый угол между ребрами А1Аг и А1А3. 

3) Площадь грани А1АгА3 равна половине площади параллелограмма, по-

строенного на векторах 21AA  и 31 AA , т. е. половине модуля векторного 
произведения этих векторов [см. формулу (2)]: 
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.55
221
1123121 kj

kji
AAAA

rr
rrr

−=
−

−−−=×

Здесь определитель вычисляется с помощью разложения по первой строке. Сле-
довательно, 

2
25)5(5

2
1

2
1 22

3121321
=−+== AAAAS AAA

4) Объем V пирамиды равен 1/6 объема параллелепипеда, построенного на

векторах 21AA , 31 AA , 41AA . Вектор kjiAA
rrr

42341 +−= . Используя формулу
(3), получаем 

5)30mod(
6
1

423
221
112

mod
6
1

6
1

413121 =−=
−

−
−−−

== AAAAAAV

Пример 2. Найти угол между плоскостью Р1, проходящей через точки А1 (2; 
—4; 1), А2 (—1; 2; 0), А3 (0;  —2; 3), и плоскостью Р2 , заданной уравнением 
5х+2у-3z=0. 

Решение. Уравнение плоскости Р1 находим по формуле (4): 

,0
222
163
142

,0
134220
104221
142

=
−

−−
−+−

=
−+−−
−+−−
−+− yxzyx

т. е. 

7(х-2)+4(у+4)+3(z-1)=0,   7x+4y+3z=1 

По уравнениям плоскостей определяем их нормальные векторы:
kjiN
rrrr

3471 ++= , kjiN
rrrr

3252 −+= . Угол ϕ  между плоскостями 1P  и 2P
находим по формуле (5): 
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64,0cos
21

21 ≈
⋅

=
NN
NN rr
rr

ϕ

откуда .87,064,0arccos рад==ϕ

Пример 3. Составить уравнение прямой, проходящей через точки А1 (4; -3; 1) 
и А2 (5; -3; 0). 

Решение. Используя формулу (6), получаем 

1
1

0
3

1
4,

10
1

)3(3
)3(

45
4

−
−

=
+

=
−

−
−

=
−−−

−
=

−
− zyxzyx

Равенство нулю знаменателя второй дроби означает, что прямая принадлежит 
плоскости y = -3. 

Пример 4. С помощью формул Крамера найти решение системы линейных 
уравнений 









=++
=+−

−=−+

43
1722

532

321

321

321

xxx
xxx
xxx

(16) 

Решение. Вычислим определитель системы 

26
13
91

)1(1
001
131
912

311
221
312

13 −=
−−
−−

−⋅=−−
−−

=−
−

=∆ +

Так как 0≠∆ , то решение системы может быть найдено по формулам Крамера 
(11). Для этого найдем 321 ,, ∆∆∆ :

,130
341
2171
352

,78
314
2217
315

21 =
−−

=∆−=−
−−

=∆
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524
311

1721
512

3 −=−
−

=∆

Подставляя найденные значения определителей в формулы (11), получаем ис-
комое решение системы: .2/,5/,3/ 332211 =∆∆=−=∆∆==∆∆= xxx

Пример 5. Найти решение системы примера 4 с помощью обратной матрицы. 
Решение. Здесь 















 −
=
















=
















−

−
=

4
17

5
,,

311
221
312

3

2

1

B
x
x
x

XA

Так как определитель матрицы системы отличен от нуля (см. пример 4): 
26−=A , то матрица А имеет обратную. Для нахождения обратной матрицы 

1−A  вычислим алгебраические дополнения элементов матрицы А: 

5
21
12

,1
11
12

,3
11
21

,7
21
32

,9
31
32

,1
31
21

,4
22
31

,6
31
31

,8
31
22

332313

322212

312111

−=
−

=−=−==
−

=

−=
−

−==
−

=−=−=

−=
−

−
=−=

−
−=−=

−
=

AAA

AAA

AAA

Согласно формуле (9), матрица 1−A , обратная к А, имеет вид 

















−−
−−
−−−

−=−

513
791
468

26
11A

Проверим правильность вычисления 1−A , исходя из определения обратной 
матрицы (8) и используя формулу (7): 
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Е

AA

=















=

















−
−

−
−=









⋅−+⋅−+−⋅
⋅−+⋅+−⋅−

⋅−+⋅−+−⋅−









⋅−+−⋅−+⋅⋅−+⋅−+⋅
⋅−+−⋅+⋅−⋅−+⋅+⋅−

⋅−+−⋅−+⋅−⋅−+⋅−+⋅−
−=

=















−

−

















−−
−−
−−−

−=−

100
010
001

2600
0260
0026

26
1

3)5(2)1()3(3
3)7(29)3(1

3)4(2)6()3(8

1)5()2()1(131)5(1)1(23
1)7()2(9111)7(1921

1)4()2()6(181)4(1)6(28

26
1

311
221
312

513
791
468

26
11

Матричное решение системы (16) в силу формулы (12) имеет вид 
















−=

















−

−
−=















 −

















−−
−−
−−−

−=
















2
5

3

52
130

78

26
1

4
17

5

513
791
468

26
1

3

2

1

x
x
x

откуда следует (из условия равенства двух матриц), что х1 = 3, х2 = - 5, х3 = 2.  

Пример 6. Найти решение однородной системы линейных уравнений 









=+
=++−
=−−

04
0
0438

21

321

321

xx
xxx
xxx

(17) 

Решение. Однородная система имеет нетривиальное решение, если ранг 
матрицы системы 
















−

−−
=

014
111
438

A

меньше числа неизвестных [см. формулу (13)]. Приведем матрицу А к каноничес-
кому виду rA  путем элементарных преобразований. Прибавляя к 1-му столбцу 3-
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й, а из 3-го вычитая 2-й, получаем 

















−

−−

114
010
134

~A

Умножим 1-й столбец на 1/4, а затем вычтем из 3-й строки 1-ю: 















 −−

















−

−−

040
010
131

~
111
010
131

~A

Из 3-й строки вычтем 2-ю, умноженную на 4, а затем ко 2-му и 3-му столбцам 
прибавим 1-й столбец, умноженный соответственно на 3 и 1: 































 −−

000
010
001

~
000
010
131

~A

Таким образом, ранг матрицы А равен 2 и система (17) имеет нетривиальное 
решение. Примем за главные неизвестные 1x и 2x . Тогда система (17) сводится к
системе двух уравнений 





=+
−=+−
04 21

321

xx
xxx

решение которой имеет вид 31 5
1 xx = , 32 5

4 xx −= . Придавал свободному

неизвестному 3x  произвольные значения tx 53 = , получаем решение системы 

(17) в виде tx =1 , tx 42 −= , tx 53 = .

Пример 7. Определить собственные значения и собственные векторы
матрицы 
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







=

21
61

A

Решение. Характеристическое уравнение для данной матрицы имеет вид (14): 

,043,0
21

61 2 =−−=
−

−
λλ

λ
λ

или

откуда следует, что матрица А имеет два собственных значения 41 =λ  и
12 −=λ . Собственный вектор 1X , соответствующий 41 =λ , определяется из

системы уравнений вида (15) 





=−
=+−





=−+
=+−

02
063

0)42(
06)41(

21

21

21

21

xx
xx

или
xx
xx

которая сводится к одному уравнению 21 2xx = . Полагая tx =2 , получаем 
решение в виде txtx == 21 ,2 . Следовательно, первый собственный вектор есть 

tX 







=

1
2

1 . 

Второй собственный вектор 2X , соответствующий собственному значению 
12 −=λ , определяется из системы уравнений вида (15):





=++
=++

0)12(
06)11(

21

21

xx
xx

Эта система уравнений также сводится к одному уравнению 03 21 =+ xx ;
полагая tx =2 , запишем ее решение в виде txtx =−= 21 ,3 . Следовательно, 

второй собственный вектор есть tX 






 −
=

1
3

2 . 

Таким образом, матрица А имеет два собственных различных значение 
41 =λ  и 12 −=λ  и два собственных вектора, равных (с точностью до

постоянного множителя) tX 







=

1
2

1 , tX 






 −
=

1
3

2 . 
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1. Что называется матрицей?
2. Что называется матрицей-строкой, матрицей столбцом?
3. Какие матрицы называются прямоугольными, квадратными?
4. Какие матрицы называются равными?
5. Что называется главной диагональю матрицы?
6. Какая матрица называется диагональной?
7. Какая матрица называется единичной?
8. Какая матрица называется треугольной?
9. Что значит транспонировать матрицу?
10. Что называется суммой матриц?
11. Что называется произведением матрицы на число?
12. Как найти произведение двух матриц?
13. В чем состоит обязательное условие существования произведения матриц?
14. Что называется определителем матрицы?
15. Как вычислить определитель третьего порядка по схеме треугольников?
16. Что называется минором?
17. Что называется алгебраическим дополнением элемента определителя?
18. Как разложить определитель по элементам столбца или строки?
19. Перечислите свойства определителя.
20. Какая матрица называется невырожденной?
21. Какая матрица называется обратной по отношению к данной?
22. Каков алгоритм нахождения обратной матрицы?
23. Каков алгоритм нахождения матрицы C = A + B
24. Каков алгоритм нахождения матрицы C = A * B
25. Каков алгоритм нахождения  определителя третьего порядка.
26. Каков алгоритм нахождения  миноров определителя.
27. Каков алгоритм нахождения алгебраических дополнений для

определителя.
28. Разложите определитель по:

а) элементам первой строки;
б) элементам второго столбца.

29. Найдите обратную матрицу для данной матрицы.
30. Сформулируйте теорему Крамера.
31. Запишите формулы Крамера.
32. В чем заключается метод Гаусса.
33. Сформулируйте теорему Кранекера –Капелли..
34. В чем заключпется матричный метод решения системы линейных
уравнений

Контрольные вопросы
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1. Что называется вектором?
2. Что называется длиной вектора?
3. Какие векторы называются равными?
4. Как сложить два вектора?
5. Как найти разность двух векторов?
6. Как умножить вектор на число?
7. Какие векторы называются коллинеарными?
8. Как разложить вектор в декартовой системе координат?
9. Что называется базисом?
10. Что называется координатами вектора?
11. Как найти координаты вектора, заданного двумя точками?
12. Как найти длину вектора, заданного двумя точками?
13. Как вычисляется длина вектора, заданного своими координатами?
14. Как выполняется сложение и вычитание векторов, заданных своими координатами?
15. Как умножить вектор, заданный своими координатами, на число?
16. Каким свойством обладают координаты коллинеарных векторов?
17. Запишите формулы деления отрезка в данном отношении.
18. Запишите формулы деления отрезка на две равные части.
19. Что называется скалярным произведением векторов?
20. Как вычисляется скалярное произведение векторов, заданных своими координатами?
21. Каким свойством обладает скалярное произведение векторов?
22. Чему равно скалярное произведение двух перпендикулярных векторов?
23. Чему равно скалярное произведение коллинеарных векторов?

Аналитическая геометрия. Кривые и поверхности второго порядка.
1. Что называется уравнением прямой?
2. Каким уравнением описывается прямая на плоскости?
3. Как записывается каноническое уравнение прямой?
4. Запишите уравнения осей координат.
5. Запишите уравнения прямых, параллельных осям координат.
6. Сформулируйте правило составления уравнения прямой на плоскости.
7. Запишите уравнение прямой с угловым коэффициентом.
8. Сформулируйте условие параллельности прямых.
9. Сформулируйте условие перпендикулярности прямых.
10. Как найти угол между прямыми?
11. Каким уравнением описывается кривая на плоскости?
12. Запишите каноническое уравнение эллипса.

13. Что называется эксцентриситетом эллипса? Какова его величина?
14. Чему равен эксцентриситет окружности?
15. Запишите каноническое уравнение гиперболы.
16. Запишите уравнение равносторонней гиперболы.
17. Запишите каноническое уравнение параболы, директрисы параболы.

18 

Векторная алгебра



Практическое занятия № 9-11 

ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ. 

 Основные теоретические сведения 

1. Прямоугольные координаты (х, у) точки М и ее полярные координаты
),( ϕρ  связаны соотношениями 

ϕρϕρ sin,cos == yx  

xytgyx /,22 =+= ϕρ
(1) 

где ρ - полярный радиус, а ϕ  - полярный угол точки М (рис. 3). 
2. Определение конечного предела функции в точке: число А называется

пределом функции )(xf  при ax → , если для любого 0>ε найдется 0>δ

такое, что ε<− Axf )(   при δ<− ax . Обозначение: Axf
ax

=
→

)(lim или 

axf →)(  при ax → . 
Функция ))(()( xFxf  называется бесконечно малой (бесконечно большой) 

при ax →  , если ))((lim0)(lim ∞==
→→

xFxf
axax .

Две функции )(xf  и )(xϕ , одновременно стремящиеся к нулю или 

бесконечности при ax → , называются эквивалентными, если 1
)(
)(lim =

→ x
xf

ax ϕ . 

Обозначение: )(~)( xxf ϕ . 
Предел отношения бесконечно малых (бесконечно  больших) функций не 

изменится, если каждую из них заменить эквивалентной ей функцией, т. е. 

)(
)(lim

)(
)(lim

1

1

x
xf

x
xf

axax ϕϕ →→
= (2) 

если )(~)(),(~)( 11 xxxfxf ϕϕ . 
3. К основным элементарным функциям относятся: 1) степенная функция

nxy = ; 2) показательна функция xay = ; 3) логарифмическая функция 
xy alog= ; 4) тригонометрические функции: ,sin xy =  ,cos xy =  ,xtgy =
;xctgy =  5) обратные тригонометрические функции: ,arcsin xy =

,arccos xy =  .xarctgy =

19 



Предел элементарной функции в точке области ее определения равен частно-
му значению функции в этой точке: )()(lim afxf

ax
=

→
. 

Рис. 3 

Нарушение ограничений, накладываемых на функции при вычислении их 
пределов, приводит к неопределенностям вида 0,0,1,0/0,0, ∞⋅∞∞−∞ ∞∞ . 
Элементарными приемами раскрытия неопределенностей являются: 1) 
сокращение на множитель, создающий неопределенность; 2) деление числителя и 
знаменателя на старшую степень аргумента (для отношения многочленов при 

∞→x  3) применение эквивалентных бесконечно малых и бесконечно 
больших; 4) использование двух замечательных пределов: 

exa
xa

xa xa

xaxa
=+=

→→

)(
1

0)(0)(
))(1(lim;1

)(
)(sinlim (3) 

Отметим также, что 

∞==
→→

)(lim,0
)(

lim xfесли
xf

C
axax

0)(lim,
)(

lim =∞=
→→

xfесли
xf

C
axax

∞===
→→→

)(lim,0)(lim,0
)(
)(lim xxfесли

x
xf

axaxax
ϕ

ϕ

0)(lim,)(lim,
)(
)(lim =∞=∞=

→→→
xxfесли

x
xf

axaxax
ϕ

ϕ

Y 

0 

M(ρ;ϕ) 

x,ρ 
ρ ϕ 

20 



4. Функция/(х) называется непрерывной в точке ax = , если:
1) частное значение функции в точке ax =  равно )(af ;
2) существуют конечные односторонние пределы функции

)0()(lim),0()(lim
00

+=−=
+→−→

afxfafxf
axax (4) 

3) односторонние пределы равны:

,)0()0( Cafaf =+=− (5) 

4) предельное значение функции в точке ax =  равно ее частному значению
)(af

)(afС = (6) 

Обозначение:  )()(lim afxf
ax

=
→

Точка ax =  называется точкой устранимого разрыва, если Сaf ≠)(
[нарушается условие (6)]. 

Точка ax =  называется точкой разрыва первого рода, если оба 
односторонних предела конечны, но )0()0( +≠− afaf  [нарушается условие 
(5)]. 

Точка ax =  называется точкой разрыва второго рода, если хотя бы один 
из односторонних пределов равен бесконечности или не существует [нарушается 
условие (4)]. 

5. Выражение вида )sin(cos ϕϕρ iyixz +=+= называется 
комплексным числом (в алгебраической и тригонометрической форме 
соответственно). Здесь zxi Re,12 =−=  — действительная часть, а zy Im=
— мнимая часть комплексного числа z ; ρ  и ϕ  — модуль и аргумент числа z . 

)/(arg,22 xytgzyxz ==+== ϕϕρ (7) 

Комплексные числа изображаются точками на  комплексной плоскости (рис. 
4). 

Извлечение корня n-й степени (n — натуральное число) из числа 
)sin(cos ϕϕρ iyixz +=+=  ( 0≠z ) производится по формуле 
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





 +

+
+

=
n

ki
n

kz nn πϕπϕ
ρ

2sin2cos (8) 

где n ρ  — арифметический корень из модуля z , a  1...,1,0 −= nk . 

 

Рис. 4 

 

Рис. 5 Рис. 6 

Пример 1. Найти полярные координаты точки )1;3( −M  (рис. 5). 
Решение. Используя формулы (1), находим полярный радиус и полярный 

угол точки М: 

,
3
3,2)1()3( 2222 −===−+=+=

x
ytgyx ϕρ

,
63

3 πϕ −=−= arctg

так как точка М лежит в IV четверти. 
Пример 2. Построить по точкам график ϕρ sin2=  в полярной системе 

координат. Найти уравнение полученной кривой в прямоугольной системе 
координат, начало которой совмещено с полюсом, а положительная полуось Ох — 
с полярной осью. Определить вид кривой. 

Решение. Так как полярный радиус не отрицателен, т. е. 0≥ρ , то 
0sin ≥ϕ , откуда πϕ ≤≤0 ; значит, вся кривая расположена в верхней 

полуплоскости. Составим вспомогательную таблицу: 

Номера точек 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
ϕ 0 π/8 π/4 3π/8 π/2 5π/8 3π/4 7π/8 π 

ϕsin  0 0,38 0,71 0,92 1 0,92 0,71 0,38 0 

Действитель- 
ная ось х

у 

0 

z=x+iy 

ϕ 
ρ 

у 

х 

Мнимая 
ось

у 

0 

-1

√3

М(√3;-1) 

ϕ х,ρ 

у 

0 
х,ρ 

5 

4 6 

8 2 

3 7 
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ϕρ sin2=  0 0,76 1,42 1,84 2 1,84 1,42 0,76 0 

Для построения кривой на луче, проведенном из полюса под углом kϕ , отклады-

ваем соответствующее значение полярного радиуса )( kk ϕρρ = и соединяем 
полученные точки (рис. 6). 

Найдем уравнение кривой ϕρ sin2=  в прямоугольной системе координат. 
Для этого заменим ρ  и ϕ  их выражениями через x  и y  по формулам (1): 

yyx
yx

yyx 2,2 22

22

22 =+
+

=+

Окончательно имеем 1)1( 22 =−+ yx , т. е. рассматриваемое уравнение 
выражает окружность с центром в точке (0; 1) и единичным радиусом. 

Пример 3. Найти )4ln(
)3(lim

3 x
xctg

x −
−

→

Решение. Подставляя вместо x  его предельное значение, равное 3, получаем 
в числителе бесконечно большую, а в знаменателе — бесконечно малую функ-
цию: 

0)4ln(lim,)3(lim
33

=−∞=−
→→

xxctg
xx

Поэтому ∞=
−
−

→ )4ln(
)3(lim

3 x
xctg

x

Пример 4. Найти 74
512lim 4

4

+−
+

∞→ x
xx

x

Решение. Подстановка предельного значения аргумента приводит к неоп-
ределенности вида ./ ∞∞  Так как под знаком предела стоит отношение двух 
многочленов, то разделим числитель и знаменатель на старшую степень аргумен-
та, т. е. на 4x . В результате получим 

3
04
012

/74
/512lim

74
512lim 4

3

4

4

−=
+−
+−

=
+−
+

=
+−

+
∞→∞→ x

x
x

xx
xx

поскольку при ∞→x  функции 3/5 x  и 4/7 x  являются бесконечно малыми. 

Пример 5. Найти )1ln(
4cos1lim 20 x

x
x −

−
→

Решение. Для раскрытия получающейся здесь неопределенности вида 0/0
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используем метод замены бесконечно малых эквивалентными. Так как при 
0→x     ,~)1ln(,8~2sin24cos1 2222 xxxxx −−=−  то на основании 

формулы (2) находим 

88lim
)1ln(

4cos1lim 2

2

020
−=

−
=

−
−

→→ x
x

x
x

xx

Пример 6. Найти  2
1

2
)25(lim +

−→
+ x

x
x .

Решение. Подстановка  2−=x  приводит к неопределенности  ∞1 . 
Произведем замену переменных: 2+= xy  , 0lim

2
=

−→
y

x
 . Тогда 

2

2

0

11

0
2

1

2
)21(lim)21(lim)25(lim eyyx

y

yy

y
x

x
=










+=+=+

→

→

+

−→

Здесь использован второй замечательный предел (3). 

Пример 7. Указать слагаемое, эквивалентное всей сумме 
tgxxxa 4sin)( 3 −=   при  0→x

Решение. Очевидно, что при  0→x  оба слагаемых являются бесконечно 
малыми. Найдем предел отношения суммы к каждому из слагаемых, используя 
замену бесконечно малых эквивалентными: 

∞=−=





 −=

−
→→→ x

tgx
x

tgx
x

tgxx
xxx 30303

3

0 sin
lim41

sin
41lim

sin
4sinlim

11
4

sinlim
4

4sinlim
3

0

3

0
=+

−
=

−
−

→→ tgx
x

tgx
tgxx

xx

Следовательно, функция  tgxxxa 4sin)( 3 −=  эквивалентна при 0→x
второму слагаемому. 

Пример 8. Исследовать функцию 
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












>−
≤≤−−

−<
+
+

=
01

,011

,1
1
1

2

xприx
xприx

xпри
x
x

y

на непрерывность; найти точки разрыва функции и определить их тип. Построить 
схематический график функции. 

Решение. Так как данная функция определена на всей числовой оси, то 
«подозрительными на разрыв» являются те точки, в которых изменяется анали-
тическое выражение функции, т. е. точки  1−=x   и 0=x . Вычислим 
односторонние пределы в этих точках. 
Для точки  1−=x  имеем: 

;1
1
sin)1(lim

1
1

lim)01(
3

0101
−=

+
−−

=
+
+

=−−
−−→−−→ x

xx
x
x

f
xx

01lim)01( 2

01
=−=+−

+−→
xf

x

Односторонние пределы функции в точке 1−=x  существуют, но не равны 
между собой. Следовательно, эта точка является точкой разрыва первого рода. 

Для точки  0=x   получаем 

11lim)00(,11lim)00(
00

2

00
=−=+=−=−

+→−→
xfxf

xx

Односторонние пределы функции при 0→x  равны между собой и равны 

частному значению функции 11)0( 0
2 =−= =xxf . Следовательно, 

исследуемая точка является точкой непрерывности. 
График данной функции приведен на рис. 7. 

Пример 9. Изобразить на комплексной плоскости числа: 1) ,81 −=z  2) 







 +=

4
sin

4
cos22

ππ iz . Записать число 1z   в тригонометрической, а число 2z

в алгебраической форме. 

25 



Решение. 1) Для числа 1z  имеем 0Im,8Re 1111 ==−== zyzx .
Откладывая по оси 81 −=xOx , а по оси 01 =yOy , получаем точку
комплексной плоскости, соответствующую числу 1z  (рис. 8). Модуль этого числа
находим по формуле (7): 

 
 

  Рис. 7   Рис. 8 

80)8( 22
11 =+−== zρ . Аргумент определяем из равенства 

0
)8(

0
=

−
==

x
ytgϕ  . Так как число 1z  находится в левой полуплоскости, то 

его аргумент πϕ =1 . Тригонометрическая форма числа 1z  имеет вид
)sin(cos81 ππ iz += . 

2) Модуль числа 2z  равен 2ρ , а аргумент 42
πϕ =  . Для его изображения на

комплексной плоскости проводим из полюса луч под углом 42
πϕ =  к полярной

оси и откладываем на нем отрезок длиной 22 =ρ . Полученная точка
соответствует числу 2z  (рис. 8).   Его  действительная  часть   

2
4

cos2cosRe 2222 ====
π

ϕρxz , а мнимая часть 

2
4

sin2sinIm 2222 ====
πϕρyz  . Таким образом, алгебраическая форма 

числа 2z  имеет вид 222 iz += .

1 

1 
-1 0 Х 

Y Y 

Х 0 -8

Z1

Z2

π/4 
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Пример 10. Вычислить 3 8−
Решение. Модуль числа  8−   равен  8  , а аргумент равен π . Используя 

формулу (8), получаем 

;
3
2sin

3
2cos8sin(cos88 333 






 +

+
+

=+=−
ππππ

ππ
kiki

2,1,0=k

=





 ⋅⋅+

+
⋅⋅+

=−=
3

02sin
3

02cos28:0 3 ππππ ikПри

31
3

sin
3

cos2 ii +=





 +=

ππ

=





 ⋅⋅+

+
⋅⋅+

=−=
3

12sin
3

12cos28:1 3 ππππ ikПри

( ) 2sincos2 −=+= ππ i

=





 ⋅⋅+

+
⋅⋅+

=−=
3

22sin
3

22cos28:2 3 ππππ ikПри

31
3

5sin
3

5cos2 ii −=





 +=

ππ

Практическое занятие № 12-18 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ И НЕСКОЛЬКИХ 

ПЕРЕМЕННЫХ 

Основные теоретические сведения 

1. Правило Лопиталя. Предел отношения двух бесконечно малых или
бесконечно больших функций (неопределенность 0/0  или ∞∞ / ) равен пределу 
отношения их производных: 
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)(
)(lim

)(
)(lim

x
xf

x
xf

axax ϕϕ ′
′

=
→→

(1) 

если предел справа существует. 
2. Если  в  некоторой  окрестности  точки 0x  выполняется  неравенство

)()( 0xfxf <  или )()( 0xfxf > , то точка 0x  называется точкой экстремума 
функции )( xf  (соответственно точкой максимума или минимума). 
Необходимое условие экстремума: если 0x  — экстремальная точка функции 

)( xf , то первая производная )( 0xf ′  либо равна нулю или бесконечности, либо 

не существует. Достаточное условие экстремума: 0x является экстремальной 
точкой функции )( xf , если ее первая производная )( xf ′  меняет знак при 
переходе через точку 0x : с плюса на минус — при максимуме, с минуса на плюс
— при минимуме. 

3. Точка 0x  называется точкой перегиба кривой )( xfy = , если при

переходе через точку 0x  меняется направление выпуклости. Необходимое

условие точки перегиба: если 0x  — точка перегиба кривой )( xfy = , то вторая 

производная )( 0xf ′′  либо равна нулю или бесконечности, либо не существует. 

Достаточное условие точки перегиба: 0x  является точкой перегиба кривой
)( xfy = , если при переходе через точку 0x  вторая производная )( 0xf ′′

меняет знак, 
4. Прямая bkxyac += называется наклонной асимптотой кривой 

)( xfy = , если расстояние от точки ))(;( xfx  кривой до этой прямой 
стремится к нулю при ∞→x . При этом 

))((lim,)(lim kxxfb
x
xfk

xx
−==

∞→∞→
(2) 

При 0=k  имеем горизонтальную асимптоту: by = . 
Если 

,)(lim,)(lim
00

∞=∞=
+→−→

xfилиxf
axax (3) 

то прямая ax =  называется вертикальной асимптотой, 
4. Общая схема исследования функции и построения ее графика.
I. Элементарное исследование:
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1) найти область определения функция;
2) исследовать функцию на симметричность и периодичность;
3) вычислить предельные значения функции в ее граничных точках;
4) выяснить существование асимптот;
5) определить, если это не вызовет особых затруднения, точки пересечения

графика функция с координатными осями; 
6) сделать эскиз графика функции, используя полученные результаты.
II. Исследование графика функции по первой производной:
1) найти решения уравнений ∞=′=′ )(,0)( xyxy  и y′ не существует;
2) точки, «подозрительные» на экстремум, исследовать с помощью достаточ-

ного условия экстремума, определить вид экстремума; 
3) вычислить значения функции в точках экстремума;
4) найти интервалы монотонности функции;
5) нанести на эскиз графика экстремальные точки;
6) уточнить вид графика функции согласно полученным результатам.
III. Исследование графика функции по второй производной:
1) найти решения уравнений ∞=′′=′′ )(,0)( xyxy  и y ′′  не существует;
2) точки, «подозрительные» на перегиб, исследовать с помощью достаточ-

ного условия; 
3) вычислить значения функции в точках перегиба;
4) найти интервалы выпуклости и вогнутости графика функции;
5) нанести на эскиз графика точки перегиба;
6) окончательно построить график функции.
Если исследование цроведено без ошибок, то результаты всех этапов должны

согласовываться друг с другом. Если же согласование отсутствует, необходимо 
проверить правильность результатов отдельных этапов и исправить найденные 
ошибки. 

6. Частной производной первого порядка функции нескольких переменных
),,( zyxfu =  по аргументу x  называется предел 

x
f

x
zyxfzyxxf x

x ∆
∆

=
∆

−∆+
→∆→∆ 00

lim),,(),,(lim (4) 

(приращение получает только один аргумент x ). Обозначение: dx
duux =′ .

Отыскание частной производной dx
du

 сводится к дифференцированию функции

одной переменной ),,()( 00 zyxfxu = , полученной при фиксировании аргу-

ментов y и z : 00 , zzyy == .
7. Скалярным полем )( MUU =  называется скалярная функция точки M
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вместе с областью ее определения. 
Уравнение 

)),((),,( CyxUилиCzyxU == (5) 

определяет семейство поверхностей (или линий) уровня, на которых скалярное 
поле принимает одно и то же значение C . 
Скалярное поле )( MU  характеризуется градиентом 

k
z
Uj

y
Ui

x
UUgrad

rrr
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= (6) 

и производной по направлению kljlill zyx

rrrr
++= , равной скалярному

произведению Ugrad  и единичного вектора 0l
r

 направления l
r

:
Пример 1. Составить уравнение касательной к нормали к кривой 

xy 41 −=  в точке, абсцисса которой 20 −=x .

Решение. Найдем ординату точки касания: 341 00 =−= xy . Угловой

коэффициент     касательной     равен     значению     производной     в     точке 0x :     

( )
3
2

412
441)(

20
0

0

0 −=
−

−=
′

−=′=
−=x

x
x

xxyk .

Подставляя значения 0x , 0y и 0y′ в уравнения касательной 

))(( 000 xxxfyy −′=− и нормали )(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −

′
−=− , получаем: 

0532),2(
3
23 =−++−=− yxxy  (касательная);

01223),2(
2
33 =+−+=− yxxy  (нормаль).

Пример 2. Используя правило Лопиталя, вычислить предел функции: 

.lim)2;
485

128lim)1 223

23

2

2

x
e

xxx
xxx x

xx ∞→→ −+−
+−−

Решение. 1) Подстановка предельного значення аргумента 2=x  приводит к 
неопределенности вида 0/0 . Раскроем ее с помощью правила Лопиталя (1): 
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=
′−+−
′+−−

=
−+−

+−−
→→ )485(

)128(lim
485

128lim 23

23

223

23

2 xxx
xxx

xxx
xxx

xx

.
8103
823lim 2

2

2 +−
−−

=
→ xx

xx
x

Однократное применение правила Лопиталя не приводит к раскрытию 

неопределенности (по-прежнему получаем 0
0

), поэтому применим его еще раз:

.5
1012
212

106
26lim

)8103(
)823(lim

8103
823lim

22

2

22

2

2
=

−
−

=
−
−

=
′+−
′−−

=
+−
−−

→→→ x
x

xx
xx

xx
xx

xxx

Таким образом, в результате двукратного применения правила Лопиталя 
находим, что искомый предел равен 5. 

2)Убедившись, что имеет место неопределенность вида ∞
∞ , применим

правило Лопиталя: 

( )
( )

.
2

2limlimlim
222

2
2 ∞==′

′
=

∞→∞→∞→ x
xe

x

e
x
e x

x

x

x

x

x

Пример 3. Исследовать на экстремум функцию 2

3

)1( +
−=

x
xy . 

Решение. Находим первую производную:  3

2

)1(
)3(

+
+

−=′
x

xxy . Из уравнений 

0=′y  и ∞=′y  получаем точки, «подозрительные» на экстремум: 01 =x ,
32 −=x , 13 −=x . Исследуем их, определяя знак первой производной слева и

справа от каждой точки. Для наглядности результаты представим в виде таблицы 
изменения знака y′ : 

x )3,( −−∞ 3− )1,3( −− 1− )0,1(− 0 ),0( ∞+
y′ − 0 + ∞ − 0 −
y убыв. min возр. не опр. убыв. 0 убыв. 

В первой строке указаны интервалы, на которые область определения функ-
ции разбивается точками 321 ,, xxx  и сами эти точки. Во второй строке указаны
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знаки производной y′  в интервалах монотонности. В третьей строке приведено 
заключение о поведении функции. 

Исследуемая функция, как следует из таблицы, имеет минимум в точке 
4/27)3(:3 =−−= yx . Точки 1−=x  и 0=x  не являются точками 

экстремума, так как в первой точке функция не определена, а в окрестности 
второй точки первая производная сохраняет знак. 

Пример 4. Найти асимптоты графика функции .
)1( 2

3

+
−=

x
xy

Решение. Точка 1−=x  является точкой разрыва функции. Так как 

+∞=
+

−
±−→ 2

3

01 )1(
lim

x
x

x , то прямая 1−=x служит вертикальной ассимптотой 

графика функции [см. формулы (3)]. 
Ищем наклонные асимптоты bkxyac += , используя формулы (2): 

,1
)1(

lim)(lim 2

3

−=
⋅+

−
==

±∞→±∞→ xx
x

x
xfk

xx

.2
)1(

lim))((lim 2

3

=







+

+
−

=−=
±∞→±∞→

x
x

xkxxfb
xx

Таким образом, уравнение наклонной асимптоты имеет вид 2+−= xyac . 

Пример 5. Построить график функции 2

3

)1( +
−=

x
xy , используя общую 

схему исследования функции.  
Решение. I. Область определения: ),1(),1,( +∞−−−∞ . Функция не является 

симметричной и периодической. Находим предельные значения функции: 

.
)1(

lim,
)1(

lim,
)1(

lim 2

3

012

3

2

3

+∞=
+

−
−∞=

+
−

+∞=
+

−
±−→+∞→−∞→ x

x
x

x
x

x
xxx

График функции имеет одну вертикальную асимптоту 1−=x  и одну 
наклонную асимптоту 2+−= xy (см. пример 4). Он пересекает координатные 
оси в точке (0; 0). 

II. Функция имеет один минимум при 3−=x (см. пример 3).

III. Вторая производная 4)1(
6
+

−
=′′

x
xy обращается в бесконечность при 

1−=x  и равна нулю в точке 0=x , которая является единственной точкой 
перегиба (см. таблицу): 
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x )1,( −−∞ 1− )0,1(− 0 ),0( ∞+
y′ + ∞ + 0 −

y ∪ не опр. ∪ точка 
перегиба 

∩

Учитывая  полученные  результаты,  строим  график  функции  

2

3

)1( +
−=

x
xy (рис. 9). 

Пример 6. Найти первую производную функции )( xfy = , заданной 
параметрически: 

.)1(
),1ln(

2−=

−=

ty
tx

Решение.   Дифференцируем   )(tx  и  )(ty  no   параметру t : 

)1(2,
1

1
−=′

−
−=′ ty

t
x tt . Искомая производная от y по x  равна отношению 

производных от )(ty  и от )(tx  по t : 

.)1(2
)1/(1

)1(2 2−=
−−

−
=

′
′

==′ t
t

t
x
y

dx
dyy

t

t
x

Пример 7. Найти частные производные dz
du

dy
du

dx
du ,, функции 

zyexzu −= 3 . 
Решение. Считая функцию u  функцией только одной переменной x , а 

переменные y  и z  рассматривая как постоянные [см. формулу (4)], находим 

xz
dx
du

2
3

= . Аналогично, считая u  функцией только y , а затем только z , 

получаем 
zz yex

dz
due

dy
du

−=−= 3, . 

x 
y=-x+2 

2 

2 

0 -1-3

t 

Рис. 9 
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Пример 8. Найти поверхности уровня скалярного поля 222 zyxU ++= . 

Вычислить производную поля в точке )1;1;32( −−A  по направлению 

вектора 
→

AB , где )3;4;0( −B . 
Решение. Поверхностями уровня данного поля являются концентрические 

сферы с центром в начале координат [см. формулу (5)]: Сzyx =++ 222 . 

Градиент вычисляется по формуле (6): kzjyixgradU
rrr

222 ++= . 

Найдем единичный вектор 
→

AB : 

,
5
2

5
3

5
32

4912
23320 kjikji

AB

ABl
rrrrrrr

+−=
++

+−
==

→

→

а затем по формуле (7) производную скалярного поля U  по направлению вектора 
→

AB в точке :A

8,2
5
22

5
32

5
322),( 0 −=










⋅+






 −⋅+⋅==

AA

zyxlgradU
dl

dU r

Так как 0<
dl

dU
, то данное скалярное поле убывает в направлении вектора 

→

AB . 
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Контрольные вопросы

1. Что называется приращением независимой переменной и приращением функции?
2. Дайте определение непрерывной функции. Какими свойствами на отрезке она обладает?
3. Что характеризует скорость изменения функции относительно изменения аргумента? Дайте
определение производной.
4. Какая функция называется дифференцируемой в точке и на отрезке? Сформулируйте
зависимость между непрерывностью и дифференцируемостью функции.
5. Из каких операций складывается общее правило нахождения производной данной функции?
Как вычислить частное значение производной?
6. Можно ли вычислить производную любой функции, пользуясь определением производной?
7. Выпишите в таблицу основные правила и формулы дифференцирования функций.
8. Повторите определение сложной функции. Как найти ее производную?
9. Каков геометрический смысл производной? Как геометрически определить значение
производной в точке?
10. В чем заключается механический смысл производной?
11. Что называется производной второго порядка и, каков ее механический смысл?
12. Что называется дифференциалом функции, чему он равен, как обозначается и каков его
геометрический смысл?
13. Повторите определения возрастающей и убывающей функций. В чем заключается признак
возрастания и убывания функций?
14. В чем заключаются необходимый и достаточный признаки существования экстремума?
Перечислите порядок операций для отыскания максимума и минимума функции с помощью первой 
производной.
15. В чем различие между нахождением максимума и минимума функции и нахождением ее
наибольшего и наименьшего значений?
16. Как пишется наибольшее и наименьшее значения функции на данном отрезке?
17. Как определяются геометрически и по знаку второй производной выпуклость и вогнутость
кривой?
18. Что называется точкой перегиба и каковы необходимый и достаточный признаки ее
существования? Сформулируйте правило нахождения точки перегиба.
19. Какой схемой рекомендуется пользоваться при построении графика функции?
Математический анализ. Функции нескольких переменных.
1. Дайте определение функции нескольких переменных.
2. Дайте определение частной производной.
3. Определите полный дифференциал функции нескольких переменных.
4. В чем состоит методика применения полного дифференциала к приближённым
вычислениям. 
5. Дайте определение производной по направлению, касательной плоскости и нормали к
поверхности.
6. Определите частные производные и дифференциалы ФНП высших порядков.
7. Запишите формулу Тейлора.
8. Дайте определение экстремума функции нескольких переменных.
9. Дайте определение условного экстремума ФНП.
10. Какова методика определения наибольшего и наименьшего значений функции в замкнутой
ограниченной области.
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Практическое занятие № 19-22

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ 

И НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Основные теоретические сведения 

1. Неопределенным интегралом от функции )( xf называется выражение

вида ∫ += CxFdxxf )()( , если )()( xfxF =′ . Функция )( xF F(x)

называется первообразной для заданной функции )( xf . 
При интегрировании наиболее часто используются следующие методы. 

1) Если ∫ += CxFdxxf )()( , то

∫∫ ++=++= ,)()(;)(1)( CbxFdxbxfCaxF
a

dxaxf (1) 

где a  и b  — некоторые постоянные. 
2) Подведение под знак дифференциала:

∫∫ =′ )),(())(()())(( xdxfdxxxf ϕϕϕϕ (2) 

так как )()( xddxx ϕϕ =′ . 
3) Формула интегрирования по частям:

∫∫ −= .vduuvudv (3) 

Обычно выражение dv  выбирается так, чтобы его интегрирование не вызы-
вало особых затруднений. За u , как правило, принимается такая функция, диф-
ференцирование которой приводит к ее упрощению. К классам функций, 
интегрируемых по частям, относятся, в частности, функции вида axexP )( , 

axxP sin)( , axxP cos)( , xxP ln)( , xxP arcsin)( , arctgxxP )( , где 
)( xP - многочлен от х. 

4) Интегрирование рациональных дробей, т. с. отношений двух многочленов
)( xPk и )( xQn (соответственно k -й и n -й степени): )(/)()( xQxPxR nk= ,
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сводится к разложению подынтегральной функции )( xR  на элементарные, 
всегда интегрируемые дроби вида 

,
)(

,
)( 2 ml qpxx

NMx
ax

A
++

+
−

(4) 

где l и m  - целые положительные числа, а трехчлен qpxx ++2  не имеет 
действительных корней. При этом в случае неправильной дроби ( nk ≥ ) должна 
быть предварительно выделена целая часть. 

5) Интегрирование методом замены переменной (способом подстановки)
является одним из эффективных приемов интегрирования. Его сущность состоит 
в переходе от переменной x к новой переменной t : )(tx ϕ= . Наиболее 
целесообразная для данного интеграла замена переменной, т. е. выбор функции 

)( tϕ , не всегда очевидна. Однако для некоторых часто встречающихся классов 
функций можно указать такие стандартные подстановки: 

;,, t
dax
baxdx

dax
baxxR nn =

+
+












+
+

∫

( ) ;sin,, 22 taxdxxaxR ⋅=−∫
( ) ;,, 22 tgtaxdxxaxR ⋅=+∫
( ) ,

sin
,, 22

t
axdxaxxR =−∫

где R - символ рациональной функции. 
2. Формула Ньютона — Лейбница для вычисления определенного интеграла

имеет вид 

),()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

−==∫ (5) 

если )()( xfxF =′  и первообразная )( xF непрерывна на отрезке ],[ ba . 
Определенный интеграл численно равен площади криволинейной трапеции, 

ограниченной прямыми 0,, === ybxax  и частью графика функции 
)( xfy = , взятой со знаком плюс, если 0)( ≥xf , и со знаком минус, если 

0)( ≤xf . 
3. Если интервал интегрирования ],[ ba  не ограничен (например, ∞=b )
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или функция )( xf  не ограничена в окрестности одного из пределов 
интегрирования (например, при bx = ), то по определению полагают 

∫∫ ∞→

+∞

=
b

a
b

a

dxxfdxxf ,)(lim)( (6) 

и 

∫∫
−

→
=

ab

a
a

b

a

dxxfdxxf ,)(lim)(
0

(7) 

Интегралы в левых частях равенств (6) н (7) называются несобственными интег-
ралами. Несобственный интеграл называется сходящимся, если существует конеч-
ный предел в правой части равенств (б) и (7). Если же предел не существует или 
равен бесконечности, то несобственный интеграл называется расходящимся. 

4. Пусть криволинейная трапеция, ограниченная прямыми ,, bxax ==
0=y и частью графика кривой )( xfy = , вращается вокруг оси Ox . Тогда 

объем полученного при этом тела вращения вычисляется по формуле 

∫∫ ==
b

a

b

a

dxxfdxyV ,))(( 22 ππ (8) 

Пример 1. Найти .
)32( 2∫ −x

dx

Решение. Так как ∫ +−= C
xx

dx 1
2 , то, используя формулы (1), получим 

.
)32(2

1
)32(

)32(
2
1

)32(
)2(

2
1

)32( 222 C
xx

xd
x

xd
x
dx

+
−

−=
−

−
=

−
=

− ∫∫∫
Проверка: 

.
)32(

1
)32(

2
2
1

32
1

2
1

)32(2
1

22 −
=

−
−

⋅−=
′









−
−=

′









+

−
−

xxx
C

x

Пример 2. Найти ∫ dxxe xsincos .

Решение. Так как )(sincos xdxdx = , то по формуле (2) находим 

∫∫ +== .)(sincos sinsinsin Cexdedxxe xxx
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Пример 3. Найти ∫ xdxx 2cos .
Решение. Применим метод интегрирования по частям. Положим ,xu =

xdxdv 2cos= ; тогда  xvdxdu 2sin
2
1, == . Используя формулу (3), имеем 

∫∫ =−= xdxxxxdxx 2sin
2
12sin

2
12cos

.2cos
4
12sin

2
1 Cxxx ++=

Пример 4. Найти  dx
xx

xx
∫ −+

+−
)2)(4(

1073
2

2

. 

Решение. Подынтегральная рациональная дробь является правильной и раз-
лагается на элементарные дроби вида (4): 

.
24)2)(4(

1073
22

2

−
+

+
+

=
−+

+−
x

C
x

BAx
xx

xx

Освобождаясь от знаменателей в обеих частях этого равенства и приравнивая 
числители, получаем тождество для вычисления неопределенных коэффициентов 
А, В и С: 

CCxxBxAxxx 4)2()2(1073 22 ++−+−≡+−
Составим систему трех уравнений с тремя неизвестными. Одно уравнение полу-
чим, полагая 2=x  (корень знаменателя подынтегральной функции). Два других 
получим, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x  в обеих частях 
тождества, например при 2x и  0x : 

,448:2 CCx +==
,3:2 CAx +=

.4210:0 CBx +−=
Решение этой системы дает: 1,3,2 =−== CBA . Таким образом, 

∫∫ =







−
+

+
−

=
−+

+− dx
xx

xdx
xx

xx
2

1
4
32

)2)(4(
1073

22

2

∫ ∫∫ +−+−+=
−

+
+

−
+

= .2ln
22

3)4ln(
24

3
4

2 2
22 Cxxarctgx

x
dx

x
dx

x
xdx

Пример 5. Вычислить определенный интеграл ∫ +

−9

4 1
1 dx

x
x
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Решение. Применим метод замены переменной; положим tx = , откуда 
tdtdx 2= . Найдем пределы интегрирования по переменной t : при 4=x  имеем 

2=t , а при 9=x  имеем 3=t . Переходя в исходном интеграле к новой 
переменной t  и применяя формулу Ньютона — Лейбница (5), получаем 

=++−=
+
−

=
+
−

∫∫
3

2

3

2

2
9

4

)1ln44(2
1
1

1
1 ttttdt

t
tdx

x
x

.15,2)3ln484()4ln4129( =+−−+−=
Пример 6. Вычислить несобственный интеграл или установить его расходи-

мость:  1) ;
ln∫

∞

e xx
dx

2) .
sin

4

0
2∫

π

x
dx

Решение. 1) Первый интеграл является несобственным интегралом с бес-
конечным верхним пределом интегрирования. Согласно определению (6), имеем 

.0)ln(lnlim)ln(lnlim
ln

lim
ln

∞=−===
∞→∞→∞→

∞

∫∫ bx
xx

dx
xx

dx
b

l

eb

b

a
b

e

Следовательно, данный интеграл расходится. 
2) Второй интеграл является несобственным интегралом от неограниченной

функции; x
xf 2sin

1)( = терпит бесконечный разрыв в нижнем пределе при 

.0=x  Согласно определению (7), получаем 

,1)(lim1)(lim
sin

lim
sin 0

4

0

4

20

4

0
2 =−===

→→→ ∫∫ ε
ε

π

εε

π

ε
ε

π

tgxtg
x

dx
x

dx

т. e. этот несобственный интеграл сходится. 
Пример 7. Вычислять площадь плоской фигуры, ограниченной кривыми 

π==−=+= xxyxy ,0,1,2sin 21  (рис. 10). 

Х 

Y 

π 
0 

-1

2 
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Рис. 10 

Решение. ∫ ∫ +=++=−=
π π

π
0 0

21 .32)12(sin)( dxxdxyyS

Пртер 8. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox

кривой )20(2,0,4 2 ≤≤==−= xxyxxy . 
Решение. Объем полученного тела вращения найдем по формуле (8): 

∫ ∫ =−==
2

0

2

0

22 .
3

16)4( π
ππ dxxxdxyV

Практическое занятие № 23-25

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 

Основные теоретические сведения 

1. Вычисление двойного интеграла от функции ),( yxf , определенной в
области D , сводится к вычислению двукратного интеграла вида 

∫∫ ∫ ∫=
D

b

a

xf

xf

dyyxfdxdxdyyxf
)(

)(

2

1

,),(),( (1) 

если область D  определяется условиями ),()(, 21 xfyxfbxa ≤≤≤≤  или
вида 

∫∫ ∫ ∫=
D

d

c

y

y

dxyxfdxdxdyyxf
)(

)(

2

1

,),(),(
ϕ

ϕ

(2) 

если область D  определяется условиями )()(, 21 yxydyc ϕϕ ≤≤≤≤ .
Переход от равенства (1) к (2) иди обратно называется изменением порядка 
интегрирования. Значение двойного интеграла не зависит от порядка 
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интегрирования. 
2. Вычисление тройного интеграла от функции ),,( zyxf , определенной в

области V , сводится к вычислению интеграла вида 

∫∫∫ ∫∫ ∫=
V D

yx

yxxy

dzzyxfdxdyzyxf
),(

),(

2

1

,),,(),,(
ψ

ψ

(3) 

где xyD - проекция области V  на плоскость ),(, 1 yxzxOy ψ= и
),(2 yxz ψ= — уравнения поверхностей, ограничивающих область V

соответственно снизу и сверху. В тройном интеграле, так же как и в двойном, 
порядок интегрирования может быть изменен.  

3. Наряду с прямоугольной системой координат пространстве могут быть
введены цилиндрическая и сферическая системы координат (рис. 11). 
Прямоугольные координаты );;( zyx  точки M связаны с ее цилиндрическими 

);;( zϕρ  и сферическими );;( ϕθr  координатами соотношениями 









=
=
=









=
=
=

.cos
,sinsin
,cossin

;
,sin
,cos

θ
ϕθ
ϕθ

ϕρ
ϕρ

rz
ry
rx

zz
y
x

(4) 

Рис. 11 

Тройной интеграл записывается в виде 

X 

Y 

Z 

M 

0 

y 

x 

θ 
r 

ϕ 
ψ 
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







−

−
=

=

∫∫∫
∫∫∫

∫∫∫

V

V

V

системейсферическовdrddrrf

системескойцилиндричевdzddzf

dxdydzzyxf

.sin),,(

;),,(

),,(

2 θϕθϕθ

ρϕρϕρ (5) 

4. Вычисление криволинейного интеграла по координатам от функций, опре-
деленных на кривой Г , сводится к вычислению определенного интеграла вида 

,)())(),(),((

)())(),(),(()())(),(),((

),,(),,(),,(

dttztztytxR

dttytztytxQdttxtztytxP

dzzyxRdyzyxQdxzyxP
Г

′+

+′+′=

=++

∫

∫
β

α

(6) 

если кривая Г задана параметрически: )(),(),( tzztyytxx === и α=t  
соответствует начальной точке кривой Г , а β=t   — ее конечной точке. 

5. Вычисление поверхностного интеграла от функции ),,( zyxF ,
определенной на двусторонней поверхности σ , сводится к вычислению двойного 
интеграла, например, вида 

,
cos

)),(,,(),,(∫∫ ∫∫=
α γ

σ
xyD

dxdyyxfyxFdzyxF (7) 

если поверхность σ , заданная уравнением ),( yxfz = , однозначно проециру-

ется на плоскость xOy в область xyD . Здесь γ - угол между единичным
вектором нормали nr к поверхности σ и осью Oz . 

1
22
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
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∂
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∂
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∂
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kj
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x
f

n

rrr
r

(8) 

Требуемая условиями задачи сторона поверхности а определяется выбором соот-
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ветствующего знака в формуле (8). 
6. С помощью тронных интегралов можно вычислить:
а) объем V тела и его массу M :

∫∫∫ ∫∫∫==
V V

dxdydzzyxMdxdydzV ,),,(, µ

где µ - объемная плотность распределения массы; 
б) момент инерции однородного тела относительно, например, оси Oz : 

∫∫∫ +=
V

z dxdydzyxI .)( 22

7. Векторным полем )( Mar  называется векторная функция точки M вместе 
с областью ее определения: 

.),,(),,(),,()( kzyxRjzyxQizyxPMa
rrrr

++=
Векторное поле )( Mar характеризуется скалярной величиной — дивергенцией 

z
R

y
Q

x
Padiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
r

(9) 

и векторной величиной — ротором: 
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rrr
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
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∂
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∂
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∂
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∂
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(10) 

8. Потоком векторного поля )( Mar через поверхность σ называется поверх 
ностный интеграл 

∫∫=
α

σ ,),( dnaП rr
(11) 
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где  nr - единичный  вектор нормали  к  выбранной  стороне  поверхности  σ , а
),( na rr

- скалярное произведение векторов ar и nr .
9. Циркуляцией векторного поля kzyxRjzyxQizyxPa

rrrr ),,(),,(),,( ++= no 
замкнутой кривой Г называется криволинейный интеграл 

∫ ∫=++=
Г Г

rdaRdzQdyPdxЦ ,rr
(12) 

где kdzjdyidxrd
rrrr

++= .
10. Формула Остроградского устанавливает связь между потоком векторного

поля ar  через замкнутую поверхность σ и дивергенцией поля:

∫∫ ∫∫∫=
σ

σ
V

dVadivdna ,),( rrr
(13) 

где V - объем, ограниченный поверхностью σ . 
11. Формула Стокса устанавливает связь между циркуляцией векторного

поля ar  и его ротором:

∫ ∫∫=++
Г

dnarotRdzQdyPdx
σ

σ ,),( rr
(14) 

 
где σ  — поверхность, ограниченная замкнутым контуром Г , а nr — единичный
вектор нормали к этой поверхности. Направление нормали должно быть со-
гласовано с направлением обхода контура Г . 

Пример 1. Изменить порядок интегрирования в двойном интеграле 

∫ ∫
−

=
1

0

2

2

.),(
x

x

dyyxfdxI

Решение. Зная пределы интегрирования, найдем границы области интег-

рирования xyxyxxD 2,2,1,0: −====  и построим их (рис. 12). 
Область D  располагается в полосе 10 ≤≤ x  и ограничена снизу и сверху 
соответствующими ветвями параболы xy 42 = . 

Найдем новые пределы внешнего (по y ) и внутреннего (по x ) 
интегрирования. Так как область D  проецируется на ось Oy в отрезок AB , то 
пределами внешнего интегрирования являются ординаты точек A  и B , т. е. 
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2−=y  и 2=y  соответственно. Левой границей области является кривая 
4/2yx =  (уравнение параболы xy 42 =  разрешено относительно x ), а правой 

— прямая 1=x . Таким образом, двойной интеграл I  с измененным порядком 
интегрирования запишется в виде 

∫ ∫
−

=
2

2

1

4/2

.),(
y

dxyxfdyI

Пример 2. Вычислить тройной интеграл ∫∫∫ −=
V

dVxI )2( , если область V

ограничена поверхностями 2:1 =zσ  и )0(: 222
2 ≥+= zyxzσ (рис. 13). 

Решение. Исключая z  из уравнений 1σ  и 2σ , получим уравнение границы 

области xyD  (проекции V  на плоскость xOy ): 422 =+ yx . Для вычисления
интеграла I  переходим к цилиндрическим координатам по формулам (4) с 
пределами интегрирования 2,20,20 ≤≤≤≤≤≤ zρρπϕ  ( ρ=z
уравнение верхней части конуса 222 yxz +=  в цилиндрических координатах). 
По формуле (5) получаем 

∫∫ ∫ ∫
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0
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dddd

dzdzdzdd

dzddzdVzI
V V

В 

А 

0 1 Х 

Y 

Y 

Х 

Z 

1nr  

2nr

Dxy 

46 



Пример 3. Вычислить поверхностный интеграл 

,
2

222

3

σ
σ

d
zyx

zI ∫∫
++

=

где 2σ  — внешняя часть конуса )0(222 ≥+= zyxz , отсекаемая плоскостью 
2=z (рис. 13). 
Решепие. Поверхность 2σ  однозначно проецируется в область xyD

плоскости xOy , и интеграл вычисляется по формуле (7). 
Единичный вектор внешней нормали к поверхностях 2σ  найдем по формуле 

(8): 

.
444

222
2222222

zyx
zkyjxi

zyx
kzjyixn

++

−+
=

++

−+
±=

rrr
r

Здесь в выражении для нормали выбран знак плюс, так как угол γ  между осью 

Oz  и нормалью 2nr  — тупой и, следовательно, 222

)(cos
zyx

z
++

−
±=γ

должен быть отрицательным. Учитывая, что 22 yxz += , на поверхности 2σ
получаем 

∫∫

∫∫ ∫∫

+=

==
++

⋅
++

=

xy

xy xy

D

D D

dxdyyx

dxdyz
zyxz

dxdy
zyx

zI

.)(

/
22

2

222222

3

Область xyD  есть круг 422 ≤+ yx . Поэтому в последнем интеграле переходим

к полярным координатам (при этом 20,20 ≤≤≤≤ ρπϕ ): 

Рис. 12 Рис. 13 
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Пример 4. Найти дивергенцию и ротор векторного поля kzxjyia 2−−=
r

.  
Решение. По формуле (9) получаем 

.2)()( 2 xz
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Ротор данного векторного поля находим по формуле (10): 
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Пример 5. Вычислить поток векторного поля kzjxiya
rrrr 2−−= через 

замкнутую поверхность σ , образованную плоскостью 2=z  и частью конуса 
)0(222 >+= zyxz . Проверить результат с помощью формулы 

Остроградского. 
Решение. Поверхность σ  состоит из двух поверхностей: 1σ  — части

плоскости 2=z  и 2σ  — части конуса 222 yxz += (рис. 13). Поэтому поток 
через σ  равен сумме потоков вектора ar  через составляющие поверхности:

∫∫ ∫∫+=+=
1 2

,),(),( 2121
σ σ

σσ dnadnaППП rrrr

где 1nr  и 2nr  — внешние нормали к плоскости и конусу соответственно. 

Для поверхности 2=z  в силу формулы (8) получим kn
rr

=1 и, 
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следовательно, 

( ) ∫∫ ∫ ∫

∫∫ ∫∫ ∫∫
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2
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так как на поверхности 1σ  имеем 2=z . 
Вычислим поток через поверхность 2σ  уравнение которой в явном виде 

дается соотношением 22 yxz += , вектор внешней нормали равен

2222
zyx
kzjyixn

++

−+
=

rrr
r

. По формуле (11) получаем 
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zyx

dz

 (см. пример 3). 
Таким образом, поток векторного поля через поверхность 

21 σσσ += равен

.881621 πππ −=+−=+= ППП

Найдем решение этой задачи с помощью формулы Остроградского (13).

Дивергенция поля kzjxiya
rrr

2−−= равна zadiv 2−=
r

 (см. пример 4), и поток

∫∫∫ ∫∫∫ −=−==
V

dVzdVadivП
σ

π ,8)2(r

как это было вычислено в примере 2. 

Пример 6. Вычислить циркуляцию векторного поле kzjxiya
rrr

2−−= no 
контуру Г , образованному пересечением поверхностей 2:1 =zσ и 

)0(: 222
2 ≥+= zyxzσ . Проверить результат с помощью формулы Стокса.
Решение. Пересечением указанных поверхностей является окружность 
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2,422 ==+ zyx  (рис. 13). Направление обхода контура выбирается обычно 
так, чтобы ограниченная им область оставалась слева. Запишем параметрические 
уравнения контура Г : 


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
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


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dz
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z
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(15) 

причем параметр t  изменяется от 0  до π2 . По формуле (12) с учетом (6) и (15) 
получаем 
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Применим теперь формулу Стокса (14). В качестве поверхности σ , 
натянутой на контур Г , можно взять часть плоскости 2=z . Направление
нормали kn

rr
=  к этой поверхности согласуется с направлением обхода контура

Г . Ротор данного векторного поля вычислен в примере 4: karot
rr 2−= . 

Поэтому искомая циркуляция 
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что совпадает со значением циркуляции, полученным непосредственным 
вычислением. 
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Контрольные вопросы

Интегральное исчисление функции одной действительной переменной.
1. Что является основной задачей интегрального исчисления?
2. Какая функция называется первообразной для заданной функции?
3. Почему при интегрировании функций появляется произвольная постоянная?
4. Почему одна функция имеет целую совокупность первообразных?
5. Как записать всю совокупность первообразных функций?
6. Что называется неопределенным интегралом?
7. Почему интеграл называется неопределенным?
8. Что означает постоянная С в определении неопределенного интеграла?
9. В чем заключается правило интегрирования выражения, содержащего постоянный
множитель?
10. В чем заключается правило интегрирования алгебраической суммы функций?
11. Чему равен интеграл от дифференциала некоторой функции?
12. Напишите основные формулы интегрирования.
13. Как проверить результата интегрирования?
14. В чем состоит геометрический смысл неопределенного интеграла?
15. Что такое интегральные кривые? Как они расположены друг относительно друга?
Могут ли они пересекаться?
16. Какие методы интегрирования известны?
17. Сформулируйте основные положения метода замены переменной.
18. Сформулируйте основные положения метода интегрирования по частям.
19. Сформулируйте основные положения метода интегрирования рациональных функций.
20. Сформулируйте основные положения метода интегрирования тригонометрических
выражений.
21. Что такое определенный интеграл?
22. Сформулируйте основные свойства определенного интеграла.
23. В чем заключается геометрический смысл определенного интеграла?
24. Может ли площадь криволинейной трапеции быть равна отрицательной величине,
нулю и почему?
25. Назовите основные методы интегрирования определенных интегралов.
26. Какие интегралы называются несобственными?
Интегральное исчисление функции нескольких переменных.
1. Введите понятие двойного интеграла и определите его свойства.
2. Опишите методику перехода в двойном интеграле от декартовых координат к
полярным и цилиндрическим координатам. 
3. Введите понятие тройного интеграла и определите его свойства.
4. Опишите методику перехода от декартовых координат к цилиндрическим и
сферическим координатам. 
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Практическое занятие № 26-29

Основные теоретические сведения 

Общим решением дифференциального уравнения первого порядка 

называется дифференцируемая функция ),( Cxy ϕϕϕϕ==== , которая при любом

значении произвольной постоянной C  является решением данного уравнения. 

Решения, получающиеся из общего решения ),( Cxy ϕϕϕϕ====  при определенном

значении произвольной постоянной C , называются частными. Задача 

нахождения частного решения, удовлетворяющего начальным условиям 0yy ====

при 0xx ====   (другая   запись 0
0

yy
xx

====
==== ), называется задачей Коши.

График всякого решения )( xy ϕϕϕϕ====  данного дифференциального уравнения,

построенный на плоскости xOy , называется интегральной кривой этого 

уравнения.

2. Уравнение вида )()( xByxAy ====++++′′′′  называется линейным. Если

0)( ====xB , то уравнение называется однородным; если 0)( ≠≠≠≠xB -

неоднородным. Общее решение однородного уравнения получается путем 

разделения переменных; общее решение неоднородного уравнения получается из 
общего решения соответствующего однородного уравнения с помощью вариации 

произвольной постоянной интегрирования C . 

Данное неоднородное уравнение можно интегрировать также с помощью 

замены uvy ==== , где vu,  — две неизвестные функции.

3. Дифференциальное уравнение п-го порядка, разрешенное относительно

производной, имеет вид )...,,,,( )1()( −−−−′′′′==== nn yyyxfy . Задача нахождения

решения )( xy ϕϕϕϕ====  данного уравнения, удовлетворяющего начальным условиям

0
0

yy
xx

====
==== ; 0

0

yy
xx

′′′′====′′′′
==== … ;

)1(

0

)1(

0

−−−−

====

−−−− ==== n

xx

n yy называется задачей Коши. 

Для нахождения частного решения иногда используют так называемые 

краевые условия. Эта условии (их число не должно превышать порядка уравне-

ния) задаются не в одной точке, а на концах некоторого промежутка. Краевые 

условия ставятся лишь для уравнений порядка выше первого. 

4. Теорема существования и единственности решения задачи Коши. Если в

уравнении )...,,,,( )1()( −−−−′′′′==== nn yyyxfy функция )...,,,,( )1( −−−−′′′′ nyyyxf а) 

Дифференциальные уравнения и системы
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непрерывна по всем своим аргументам 
)1(...,,,, −−−−′′′′ nyyyx в некоторой области 

D  их изменения; б) имеет ограниченные в области D  частные производные 

)1(
...,,,

−−−−∂∂∂∂

∂∂∂∂
′′′′∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂

∂∂∂∂
ny

f

y

f

y

f
,  по аргументам 

)1(...,,, −−−−′′′′ nyyy , то найдется интервал 

)0(00 >>>>++++<<<<<<<<−−−− hhxxx h , на котором существует единственное решение 

)( xy ϕϕϕϕ==== данного уравнения, удовлетворяющее условиям 00 )( yxy ==== ;

00 )( yxy ′′′′====′′′′ ;
)1(

00

)1(
)(

−−−−−−−− ==== nn yxy ,  где  значения ...;;;; 000 yyyyxx ′′′′====′′′′========
)1(

0

)1( −−−−−−−− ==== nn
yy содержатся в области D . 

Проинтегрировать (в конечном виде) уравнение n -гo порядка можно только 

в некоторых частных случаях. 

5. Линейное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными

коэффициентами имеет вид )(210 xfyayaya ====++++′′′′++++′′′′′′′′ , где 210 ,, aaa  - числа,

причем 00 ≠≠≠≠a . Если 0)( ====xf , то уравнение называется однородным, а если

0)( ≠≠≠≠xf    - неоднородным.

6. Квадратное уравнение 021

2

0 ====++++++++ akaka  называется характеристичес-

ким уравнением дифференциального уравнения 0210 ====++++′′′′++++′′′′′′′′ yayaya . Пусть

20

2

1 4 aaaD −−−−====  — дискриминант квадратного уравнения. Возможны следующие
случая: 

1) 0>>>>D  — общим решением уравнения 0210 ====++++′′′′++++′′′′′′′′ yayaya  является

функция 
xkxk

eCeCy 21

21 ++++==== ( 1k  и 2k  - корни характеристического уравне-

ния); 

2) 0====D  — общим решением служит функция
kxexCCy )( 21 ++++==== ( k —

корень характеристического уравнения); 

3) 0<<<<D  — общим решением является функция ++++==== xCey ax ββββcos( 1

)sin2 xC ββββ++++ ( ikik ββββααααββββαααα −−−−====++++==== 21 , - корни характеристического
уравнения). 

7. Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения второго
порядка с постоянными коэффициентами основывается на следующей теореме. 

Теорема. Если 
*y  — некоторое частное решение неоднородного уравнения 

)(210 xfyayaya ====++++′′′′++++′′′′′′′′ и Y — общее решение соответствующего

однородного уравнения 0210 ====++++′′′′++++′′′′′′′′ yayaya , то общее решение

неоднородного уравнения имеет вид 
*yYy ++++==== .

Укажем правило нахождения частного решения неоднородного уравнения 
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методом неопределенных коэффициентов. 

1) Пусть 21

2

0)( bxbxbxf ++++++++==== ; тогда:

а) CBxAxy ++++++++==== 2*
, если нуль не является корнем характеристического

уравнения; 

б) CxBxAxy ++++++++==== 23*
, если нуль является простым корнем

характеристического уравнения; 

в) 
234* CxBxAxy ++++++++==== , если нуль является двукратным корнем

характеристического уравнения. 

2) Пусть
xbexf αααα====)( ; тогда: 

а) 
xAey αααα====*

, если число αααα  не является корнем характеристического
уравнения; 

б) 
xAxey αααα====*

, если число αααα  является корнем характеристического
уравнения; 

в) 
xeAxy αααα2* ==== , если число αααα  является двукратным корнем

характеристического уравнения. 

3) Пусть )sincos()( xNxMexf x ββββββββαααα ++++==== ; тогда:

а) )sincos(* xBxAey x ββββββββαααα ++++==== , если число iββββαααα ++++   не является корнем
характеристического уравнения; 

б) )sincos(* xBxAxey x ββββββββαααα ++++==== , если число iββββαααα ++++  является корнем
характеристического уравнения; 

8. Система дифференциальных уравнений вида















====
∂∂∂∂

∂∂∂∂

====
∂∂∂∂

∂∂∂∂

====
∂∂∂∂

∂∂∂∂

)....,,,,(

...........................................

),...,,,,(

),...,,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

xxxtf
t

x

xxxtf
t

x

xxxtf
t

x

где nxxx ...,,, 21 — неизвестные функции независимой переменной t , 

называется нормальной системой. 

Пусть дана система n  линейных дифференциальных уравнений с 

постоянными коэффициентами: 
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













++++++++++++====
∂∂∂∂

∂∂∂∂

++++++++++++====
∂∂∂∂

∂∂∂∂

++++++++++++====
∂∂∂∂

∂∂∂∂

....

...........................................

,...

,...

2211

2222121
2

1212111
1

nnnnn
n

nn

nn

xaxaxa
t

x

xaxaxa
t

x

xaxaxa
t

x

Эту систему можно записать в виде одного матричного дифференциального 

уравнения AX
dt

dX
==== , где

....;
...

;

...

............

...

... 1

2

1

21

22221

11211





















====



















====



















====

dt

dx

dt

dx

dt

dX

x

x

x

X

aaa

aaa

aaa

A

n

nnnnn

n

n

Решение системы ищем в виде 
t

nn

tt epxepxepx λλλλλλλλλλλλ ============ ...,,, 2211 . 

Подставив значении nxxx ...,,, 21 в систему дифференциальных уравнений, 

получим систему линейных алгебраических уравнений относительно 

nppp ...,,, 21 :













====−−−−++++++++

====++++−−−−++++

====++++++++−−−−

.0)(...

............

,0...)(

,0...)(

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

papapa

papapa

papapa

λλλλ

λλλλ
λλλλ

Система должна иметь ненулевое решение, поэтому для определения λλλλ  получаем
уравнение n -й степени: 

.0

...

............

...

...

21

22221

11211

====

−−−−

−−−−

−−−−

λλλλ

λλλλ

λλλλ

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa
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Пусть это характеристическое уравнение имеет n  различных корней 

nλλλλλλλλλλλλ ...,,, 21 . Тогда система дифференциальных уравнений имеет n  решений:

1-е решение, соответствующее корню 1λλλλλλλλ ==== :

;...;;; 111

1121211111

t

nn

tt
epxepxepx

λλλλλλλλλλλλ ============

2-е решение, соответствующее корню 2λλλλλλλλ ==== :

;...;;; 222

2222221212

t

nn

tt
epxepxepx

λλλλλλλλλλλλ ============  

………………………………………………………………………. 

n-е решение, соответствующее корню nλλλλλλλλ ==== :

;...;;; 2211

t

nnnn

t

nn

t

nn
nnn epxepxepx

λλλλλλλλλλλλ ============
Получена фундаментальная система решений. Общее решение системы имеет вид 













++++++++++++====

++++++++++++====

++++++++++++====

....

.................................................

,...

,...

2211

22222112

11221111

nnnnnn

nn

nn

xcxcxcx

xcxcxcx

xcxcxcx

Пример 2. Найтн общее решение уравнения 2xy′′′′′′′′′′′′ ==== y′′′′′′′′  и частное решение,

удовлетворяющее начальным условиям y(1) ==== −−−−1; y′′′′(1) ==== 0; y′′′′′′′′(1) ==== 1 .

Решение. Пусть y′′′′′′′′ ==== z . Имеем 2xz ′′′′ −−−− z ==== 0 ⇒⇒⇒⇒ 2x ==== z ⇒⇒⇒⇒ ====
z

dz

dx

dz

C xCxz
x

dx
11lnln

2

1
ln

2

1
⇒⇒⇒⇒ z ====++++====⇒⇒⇒⇒==== ⋅⋅⋅⋅ . Но z ==== y′′′′′′′′⇒⇒⇒⇒ y′′′′′′′′ ==== C x ⇒⇒⇒⇒1

32

25

1212

23

1
5 23

2

3

2

3 2
C x ++++ C

x
CC x x ++++ CC ; y

x
⇒⇒⇒⇒ y′′′′ ==== C ++++⇒⇒⇒⇒ y ====′′′′ ====++++ . 

Следовательно, 32

2

1
15

4
y ==== C x ⋅⋅⋅⋅ x ++++ C x ++++ C  — общее решение дифференци-

ального уравнения. 

Чтобы найти частное решение, подставим в выражения для y, y′′′′, y′′′′′′′′
значение x ==== 1 :
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;1
15

4
1)1( 321 −−−−====++++++++⇒⇒⇒⇒−−−−==== CCCy

;0
3

2
0)1( 21 ====++++⇒⇒⇒⇒====′′′′ CCy  

.11)1( 1 ====⇒⇒⇒⇒====′′′′′′′′ Cy

Из системы уравнений 
3

2
;

15

19
232 −−−−========++++ CCC находим ;

3

2
2 −−−−====C

5

3
3 −−−−====C . Значит, искомое частное решение имеет вид

.
5

3

3

2

15

4 2 −−−−−−−−−−−−==== xxxy

Пример 3. Найти общее решение уравнения xyyy 2sin5134 ====++++′′′′++++′′′′′′′′  и

частное решение, удовлетворяющее начальным условиям 
29

1
;

29

2
00 ====′′′′==== yy

при 0====x .

Решение. Рассмотрим однородное уравнение 0134 ====++++′′′′++++′′′′′′′′ yyy .

Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид 01342 ====++++++++ kk ,

откуда ikik 32,32 21 ++++−−−−====−−−−−−−−==== . Следовательно, ++++==== −−−− xCeY x 3cos( 1

2

)3sin2 xC++++  общее решение однородного уравнения. 

Частное решение неоднородного уравнения будем искать в виде 

xBxAy 2sin2cos
* ++++==== . Имеем

.2sin42cos4,2cos22sin2 ** xBxAyxBxAy −−−−⋅⋅⋅⋅−−−−====
″″″″

++++⋅⋅⋅⋅−−−−====
′′′′

Подставим эти выражения в неоднородное уравнение 

xxBAxBA

xxB

xAxBxAxBxA

2sin52sin)98(2cos)89(

;2sin52sin13

2cos132cos82sin82sin42cos4

====++++−−−−++++++++

====++++

++++⋅⋅⋅⋅++++++++⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−

и получим систему для вычисления коэффициентов A  и B :
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











========++++−−−−

⇒⇒⇒⇒

−−−−========++++

29

9
598

29

8
089

BBA

ABA

Итак, частное решение неоднородного уравнения имеет вид 

,2sin
29

9
2cos

29

8* xxy ++++−−−−====

а общее решение неоднородного уравнения — вид 

.2sin
29

9
2cos

29

8
)3sin3cos( 21

2 xxxCxCey x ++++−−−−++++==== −−−−

Найдем частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям: 

;
29

10

29

2

29

8

29

2
110 ====⇒⇒⇒⇒====−−−−⇒⇒⇒⇒==== ССy

++++++++−−−−++++++++−−−−====′′′′ −−−−−−−− )3cos33sin3()3sin3cos(2 21

2

21

2 xCxCexCxCxy xx

.
29

1

29

1

29

18
32

29

1
;2cos

29

18
2sin

29

16
221 ====⇒⇒⇒⇒====++++++++−−−−⇒⇒⇒⇒====′′′′++++++++ CCCyxx

Искомое частное решение таково: 

.2sin
29

9
2cos

29

8
3sin

29

1
3cos

29

102 xxxxey x ++++−−−−






 ++++==== −−−−

Пример 4. Найти общее решение системы 









−−−−====

−−−−====

.3

,3

12
2

21
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

58 



Решение. Перепишем систему в виде 









++++−−−−====

−−−−====

.3

,3

21
2

21
1

xx
dt

dx

xx
dt

dx

Рассмотрим характеристическое уравнение: 

.4;23109)1(0
13

31
21

2 ====−−−−====⇒⇒⇒⇒±±±±====−−−−⇒⇒⇒⇒====−−−−−−−−⇒⇒⇒⇒====
−−−−−−−−

−−−−−−−−
λλλλλλλλλλλλλλλλ

λλλλ

λλλλ
 

Подставим найденные значения корней характеристического уравнения в 

систему линейных алгебраических уравнений относительно 21 , pp . 

Для 2−−−−====λλλλ  имеем





====−−−−

====−−−−
⇒⇒⇒⇒





====++++−−−−

====−−−−−−−−
⇒⇒⇒⇒





====++++++++−−−−

====−−−−++++

0

0

033

033

0)21(3

03)21(

21

21

21

21

21

21

pp

pp

pp

pp

pp

pp

(второе уравнение есть следствие первого). Возьмем, например, kp ====1 ; тогда 

kp −−−−====2 . Полагая 1====k , найдем 1;1 21 −−−−======== pp . Итак, для 2−−−−====λλλλ  получим
tt exex 2

21

2

11 ; −−−−−−−− ======== . 

Для 4====λλλλ  имеем





====++++

====++++
⇒⇒⇒⇒





====−−−−−−−−

====−−−−−−−−
⇒⇒⇒⇒





====−−−−++++−−−−

====−−−−−−−−

0

0

033

033

0)41(3

03)41(

21

21

21

21

21

21

pp

pp

pp

pp

pp

pp

(второе уравнение есть следствие первого). Возьмем, например, kp ====1 ; тогда 

kp −−−−====2 . Полагая 1====k , найдем 11 ====p ; 12 −−−−====p . Итак, для 4====λλλλ  получим
tt exex 4

22

4

12 ; −−−−======== .

Фундаментальная система решений: 

для 2−−−−====λλλλ :
tt exex 2

21

2

11 ; −−−−−−−− ========  , 

для 4====λλλλ :
tt exex 4

22

4

12 ; −−−−======== .

Следовательно, общее решение системы имеет вид 

tttt eСeСxeСeСx 4

2

2

12

4

2

2

11 , −−−−====++++==== −−−−−−−−
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Контрольные вопросы

1. Какое уравнение называется дифференциальным?
2. Какая функция называется решением дифференциального уравнения?
3. Какое решение дифференциального уравнения называется общим и какое
называется частным?
4. Каков геометрический смысл общего и частного решений
дифференциального уравнения?
5. Может ли дифференциальное уравнение иметь конечное число решений?
6. Что такое порядок дифференциального уравнения и как его определить?
7. Сколько постоянных интегрирования имеет общее решение
дифференциального уравнения первого, третьего порядка?
8. Как проверить, правильно ли найдено решение дифференциального
уравнения?
9. Чем отличается дифференциальное уравнение от алгебраического уравнения?
10. Назовите известные вам типы дифференциальных уравнений.
11. Каков общий вид дифференциальных уравнений первого порядка с
разделенными и разделяющимися переменными?
12. Как решается уравнение с разделенными переменными?
13. Чем отличается уравнение с разделяющимися переменными от уравнения с
разделенными переменными? Как разделяют переменные?
14. Каков алгоритм решения уравнения с разделяющимися переменными?
15. В чем заключается задача Коши? Каков его геометрический смысл?
16. Каков общий вид линейных дифференциальных уравнений первого порядка?
17. Какими величинами являются и от чего зависят коэффициенты p и q в
линейном дифференциальном уравнении первого порядка?
18. С помощью какой подстановки решается линейное дифференциальное
уравнение первого порядка и к какому уравнению сводится его решение?
19. Какой вид имеет простейшее дифференциальное уравнение второго порядка?
Как оно решается?
20. Как определяется и как записывается в общем виде линейное однородное
дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами?
21. Что такое характеристическое уравнение?

60 



Практическое занятие № 30-34 

РЯДЫ 

Основные теоретические сведения 

1. Числовой ряд

∑
∞

=

=++++
1

21 ,......
n

nn aaaa (1) 

называется сходящимся, если существует предел его частичных сумм 

∑
∞

=

=
1

.
k

kn aS  Число nn
SS

∞→
= lim называется суммой ряда. Если же предел 

частичных сумм не существует, то ряд (1) называется расходящимся. 
Необходимый признак сходимости: если ряд (1) сходится, то его общий член 

стремится к нулю при .0lim: =∞→
∞→ nn

an
К достаточным признакам сходимости рядов с положительными членами 

)0( ≥na   относятся: 
а) Признак сравнения в предельной форме: если 

),,0(lim ∞≠=
∞→

kk
b
a

n

n
n

(2) 

то ряды   ∑
∞

=1n
na  и ∑

∞

=1n
nb  одновременно сходятся или расходятся. В качестве

эталонных рядов для сравнения обычно служат: 

ряд ∑
∞

=1

1
n

an , сходящийся при 1>a  и расходящийся при 1≤a ;

ряд ∑
∞

=

−

1

1

n

nq  сходящийся при 10 <≤ q  расходящийся при 1≥q .

n-l
б) Признак Даламбера: если существует 

,lim 1 q
a

a

n

n
n

=+

∞→
(3) 

тo ряд ∑
∞

=1n
na  сходится при 10 <≤ q  и расходится при 1>q . Если же 1=q , то

вопрос о сходимости ряда этим признаком не решается. 
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Ряд  ∑
∞

=1n
na  с членами, имеющими разные знаки, называется условно сходя-

щимся, если ряд  ∑
∞

=1n
na  сходится, а ряд ∑

∞

=1n
na  расходится, и абсолютно

сходящимся, если ряд ∑
∞

=1n
na  сходится.

в) Признак Лейбница: если члены ряда  ∑
∞

=1n
na  удовлетворяют условиям:

1) 01 <+nnaa (т.е. ряд знакочередующийся); 2) ......21 >>>> naaa ; 3) 

0lim =
∞→ nn

a , то ряд сходится. Погрешность ∆ , происходящая от замены суммы 
сходящегося знакочередующегося ряда суммой его первых n  членов, по 
абсолютной величине меньше первого из отброшенных членов: 

.1+<−=∆ nn aSS (4) 

1. Ряд вида

∑
∞

=

−=+−++−+
0

10 )(...)(...)(
n

n
n

n
n axaaxaaxaa (5) 

называется степенным рядом (относительно )( ax − ), точка ax =  центром 
разложения, na  — коэффициентами ряда. Число R  называется радиусом 

сходимости степенного ряда, если ряд (5) сходится при Rax <−  и расходится

при Rax >− . При Rax =−  ряд может как сходиться, так и расходиться.
Интервал [,] RaRa +−  называется интервалом сходимости степенного ряда 
(5). Радиус сходимости R  может быть найден по формуле 

.lim
1+

∞→
=

n

n
n a

aR (6) 

Степенной ряд (5) внутри интервала сходимости можно почленно дифферен-
цировать и интегрировать с сохранением радиуса сходимости. 

3. Степенным рядом с комплексными членами называется выражение вида
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∑
∞

=

=+++++
0

2
210 ,......

n
nn

n
n zazazazaa

где nnnn aiyxz ,+=  - комплексные постоянные. Областью сходимости этого

ряда является круг с центром в начале координат: Rz < , где R — радиус
сходимости ряда. 

По определению, 

;...,
!

...
!2

1
2

∞=+++++= R
n
zzze

n
z

;...,
)!2(

)1(...
!4!2

1cos
242

∞=+−+−+−= R
n

zzzz
n

n

;...,
)!12(

)1(...
!5!3

sin
1253

∞=+
+

−+−+−=
+

R
n
zzzzz

n
n

 

(7) 

Отсюда следует, что 
).sin(cos yiyeee xiyxz +== + (8) 

4. Рядом Фурье периодической функции ,),( lxlxf ≤≤−  называется ряд
вида 

,sincos
2

)(
1

0

l
xnb

l
xnaaxf n

n
n

ππ
++= ∑

∞

=

...;,2,1,0,cos)(1
== ∫

−

ndx
l
xnxf

l
a

l

l
n

π

...;,2,1,sin)(1
== ∫

−

ndx
l
xnxf

l
b

l

l
n

π

Функция, заданная на полупериоде ],0[ l , может быть представлена различ-
ными рядами Фурье. При четном продолжении данной функции на второй 
полупериод ),0[ l−  получается ряд по косинусам: 

;cos
2

)(
1

0 ∑
∞

=

=
n

n l
xnaaxf π

(9) 
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...;,2,1,0,cos)(2;0 === ∫
−

ndx
l
xnxf

l
ab

l

l
nn

π

а при нечетном продолжении — ряд по синусам: 

;0;sin)(
1

== ∑
∞

=
n

n
n a

l
xnbxf π

...;,3,2,1,sin)(2
== ∫

−

ndx
l
xnxf

l
b

l

l
n

π

Пример 1. Исследовать на сходимость числовой ряд 

∑
∞

=

+

1
.)32(

n n
narctg

Решение. Проверяем сходимость ряда по признаку Даламбера (3). Так как 

общий член ряда n
narctgan

)32( +
= , то, заменяя в выражении n -го члена n

на 1+n , находим 1
)52(

1 +
+

=+ n
narctgan . Затем ищем предел отношения 

последующего члена 1+na  к предыдущему na  при ∞→n : 

.1
)32()1(

)52(limlim 1 =
++

+⋅
==

∞→

+

∞→ narctgn
narctgn

a
aq

n
n

n
n

Поскольку полученный предел равен единице, признак Даламбера не дает ответа 
на вопрос о сходимости ряда (здесь для вычисления предела было использовано 
правило Лопиталя). Применим теперь признак сравнения в предельной форме. В 

качестве эталонного ряда выберем ряд  ∑
∞

=

=
1

1,1
n

n n
b

n  и в силу формулы (2) 

получим 

.
2

)32(lim
1

)32(limlim π
=+=

⋅
+

==
∞→∞→∞→

narctg
n

narctg
b
ak

nn
n

n
n

Следовательно, исследуемый ряд является расходящимся, так как эталонный ряд с 
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общим членом  n
bn

1
=  и расходится (гармонический ряд).

Пример 2. Найти радиус и интервал сходимости степенного ряда

∑
∞

=

+
+

+

0
2 )2(

1
3

n

nx
n
n

. Исследовать сходимость ряда на концах интервала 

сходимости.  
Решение. Радиус сходимости находим по формуле (6): 

.1
)1)(4(

)1)1)((3(limlim 2

2

1

=
++

+++
==

∞→
+

∞→ nn
nn

a
aR

n
n

n
n

Интервал сходимости данного ряда определяется неравенством 12 <+x
или 13 −<<− x

Исследуем концы интервала сходимости. При 1−=x  получаем числовой 
ряд 

∑ ∑
∞

=

∞

= +
+

=+−
+

+

0 0
22 ,

1
3)21(

1
3

n n

n

n
n

n
n

предельного признака сравнения (эталонный пряд — гармонический). 
При 3−=x  получаем числовой знакочередующийся ряд 

∑ ∑
∞

=

∞

= +
+

−=+−
+

+

0 0
22 ,

1
3)1()23(

1
3

n n

nn

n
n

n
n

который сходится по признаку Лейбница. Так как ряд, составленный из 

абсолютных членов данного ряда, т. е. ряд ∑
∞

= +
+

0
2 1

3
n n

n
 , расходится, то 

исследуемый ряд, сходится условно. 
Таким образом, интервал сходимости исследуемого степенного ряда имеет 

вид 13 <≤− x . 

Пример 3. Вычислить ∫
− +

=
0

6,0
3 21 x

dxI  с точностью до 0,001. 

Решение. Разложим подынтегральную функцию в биномиальный ряд по 
степеням x : 
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.1...,
963
741

63
41

3
11)1( 6423

12 <+
⋅⋅
⋅⋅

−
⋅
⋅

+−=+
− xxxxx

Таж как отрезок интегрирования ]0;6,0[−  находится внутри интервала 
сходимости биномиального ряда, то ряд можно почленно интегрировать. 
Подставляя в интеграл вышеприведенное разложение подынтегральной функции 
и почленно интегрируя в указанных пределах, получаем 

....
567

)6,0(14
45

)6,0(2
9

)6,0(6,0

...
781

14
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2
33

1

...)
81
14

9
2

3
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







−

⋅
+

⋅
−+−−=

=





 +

⋅
−

⋅
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⋅
−=

=+−+−=
+

=

−

−−
∫∫

xxxx

dxxxx
x

dxI

Четвертый член 0007,0
567

)6,0(14
7

≈⋅ меньше 001,0 . Поэтому согласно

неравенству (4) для вычисления приближенного значения интеграла с требуемой 
точностью достаточно ограничиться первыми тремя членами ряда: 

.579,0
45

)6,0(2
9

)6,0(6,0
53

≈
⋅

+−=I

Пример 4. Найти сумму ряда с комплексными членами: 

....
!5!4!3!2

1
5432

−++−−+ iii ππππ
π

Решение. Общий член данного ряда имеет вид 

,
!
)(

! n
ii

n
z

n
n

n

n
ππ

==

т. е. ряд, по определению, является функцией zezf =)(  при iz π=  [см. 
формулу (7)]. Следовательно, сумма этого ряда равна значению функции 

zezf =)(  в указанной точке: 1sincos −=+= πππ ie i   [см.  формулу   (8)].  
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Таким   образом,  получаем 1
!
)(

0
−=∑

∞

=n

n

n
iπ

. 

Прамер 5. Разложить периодическую функцию 30,1)( ≤≤−= xxxf в
ряд Фурье по косинусам. Построить график функции. 

Решение. Данная функция определена на полупериоде ]3,0[  , т. e. 3=l . 
Для разложения такой функции в ряд Фурье по косинусам ее следует продолжить 
на второй полупериод )0,3[−  четным образом (рис. 14). Для четной функции 
коэффициенты 0=nb  коэффициенты na  вычисляются по формулам (9): 

.
3

cos2
3
2cos)(2 3

00

dxxnxdx
l
xnxf

l
a

l

n
ππ

∫∫ −==

Так как 





<−−
≥−

=−
,1)1(
,11

1
xприx
xприx

x

то отрезок интегрирования разобьем на два отрезка: от 0  до 1 , где 1)( +−= xxf
и от 1  до 3 , где 1)( −= xxf  . Тогда 

.
3

cos)1(
3

cos)1(
3
2 3

1

1

0








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При  0=n  имеем 
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


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


−+−= ∫∫ dxxdxxa
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1
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Рис. 14 
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Для вычисления коэффшаиентов ...),2,1( =nan применим метод 
интегрирования по частям: 

∫∫ −=
b

a

b

a

b

a

vduuvudv ,)(

причем в первом интеграле примем 3
cos,1 xndvxu π

=−= , откуда 

3
sin3, xn

n
vdxdu π

π
=−= .  Во втором интеграле положим ,1−= xu
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3

cos π
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n
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π
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так как nn )1(cos −=π . 
Следовательно, искомое разложение функции в ряд Фурье по косинусам 

имеет вид 
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Это разложение справедливо в области непрерывности данной функции. 

Контрольные вопросы

1. Дайте определение числового ряда.
2. Что является суммой ряда?
3. Какой ряд называется сходящимся (расходящимся)?
4. Назовите свойства сходящихся рядов.
5. Сформулируйте необходимый признак сходимости ряда.
6. Назовите достаточные признаки сходимости рядов с положительными
членами.
7. В чем заключается признак сравнения?
8. Сформулируйте признак сходимости Даламбера.
9. В чем заключается признак Коши и интегральный признак?
10. В чем отличие знакопеременного ряда от знакочередующегося?
11. Дайте определение абсолютно сходящегося ряда и условно сходящегося
ряда 
12. Сформулируйте признак Лейбница о сходимости знакопеременного ряда.
13. Понятие степенного ряда.
14. Ряд Тейлора.
15. Ряд Маклорена.
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5. Высшая математика. Том 4. Дифференциальные уравнения. Ряды. Ряды
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исчисление : учебник / А. П. Господариков, Е. Г. Булдакова, Л. И. Гончар [и др.] ; 
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7. Высшая математика. Том 6. Специальные функции. Основные задачи
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                Дополнительная литература

1. Богомолов Н.В. Математика : Учебник. — М. : ЮРАЙТ, 2013.
2. Математика в примерах и задачах : Учеб. пособие / Под ред. Л.Н. Журбенко.
— М. : ИНФРА-М, 2012.
3. Гмурман В. Е. Теория вероятностей и математическая статистика : Учеб.
пособие для бакалавров. — М. : ЮРАЙТ, 2013.
4. Данко П.Е. Высшая математика в примерах и задачах : В 2-х ч. — М. :
ОНИКС, 2008.
5. Математика [Электронный ресурс] : учебное пособие / Н. Б. Карбачинская, Е.
С. Лебедева, Е. Е. Харитонова, М. М. Чернецов ; под ред. М. М. Чернецов. — 
Электрон. текстовые данные. — М. : Российский государственный университет 
правосудия, 2015. — 342 c. — 978-5-93916-481-8. — URL: http://
www.iprbookshop.ru/49604.html 
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