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Лабораторная работа №1 
ПОСТРОЕНИЕ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ  

СТАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ СИСТЕМ 
 

Цель работы – усвоение основных правил построения детерми-

нированных статических моделей систем и оценки их качества. 
Содержание работы – определение параметров линейной и не-

линейной статических моделей, представление полученных резуль-

татов в форме отчета и доказательство их правильности. 

 
1 ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 
1.1 Понятие об аппроксимации 
 
Если все параметры объекта в его установившемся режиме 

определяются точно, его статическую модель можно считать де-

терминированной и представить в виде функциональной зависимо-

сти. Для ее получения необходима выборка значений входных и 

выходных параметров объекта  n,...,1i,y,x ii =  (n – число наблю-

дений), полученная в ходе его исследования (см. рисунок 1.1). 

 xf
x y  

Рисунок 1.1 – Структурная схема детерминированной модели 

объекта 
 
Точная форма зависимости y от x в большинстве случаев неиз-

вестна. Поэтому ее аппроксимируют (приближенно заменяют) не-

которой функцией  xfy = . Традиционным способом приближе-

ния является метод наименьших квадратов (МНК), стремящийся 

минимизировать сумму квадратов отклонений расчетных выходных 

значений модели от наблюдаемых 
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    .yxfS
n

1i

2
ii

=

−=  (1.1) 

Выражение (1.1) определяет функцию невязки. 
Процедура аппроксимации включает в себя два этапа. 
1. Выбирается форма модели  m1 ,...,,xf  , исходя из физи-

ческой природы задачи или из интуиции исследователя (1,...,m –
коэффициенты модели). Если характер зависимости неизвестен, 

предпочтение отдается более простым формулам. 
2. Определяются параметры (коэффициенты) выбранной моде-

ли из условия минимума функции невязки 

    .miny,...,,xfS
n

1i

2
im1i →−= 

=

  (1.2) 

Минимум (1.2) находится путем приравнивания нулю частных 

производных по 1,...,m. 
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 (1.3) 

Полученные уравнения составляют систему, решая которую 

можно определить неизвестные коэффициенты. Если модель ли-

нейна относительно своих параметров, то эта система также будет 

линейной и решаться аналитически. Если форма модели нелиней-

ная, то решение такой системы может быть получено путем итера-

ционной процедуры. 
 
1.2 Построение линейных статических моделей 
 
Линейная статическая модель представляется в виде 

 ,ŷxx...xy
m

1j
jj0mm110 

=

+=++=++++=   (1.4) 
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где x1,...,xm – независимые переменные, входящие в уравнение; 

y – наблюдаемая зависимая переменная; ŷ  – оценка значения y по-

средством модели;  – ненаблюдаемая ошибка, определяемая раз-

ностью между измеренным значением y и величиной, полученной 

по уравнению модели. 
Для получения оценок параметров 0,... m по схеме МНК 

необходимо определить минимум следующей функции 

  
= =

→

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
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
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n
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iijj0i min,yxwS   (1.5) 

где wi имеет смысл весового коэффициента i-го наблюдения 

величины y. Он может выбираться по одному из следующих прин-

ципов. 
• Если наблюдения каждого значения yi неоднократные, то 

wi = ni, где ni – число повторных измерений зависимой пе-

ременной yi при фиксированном значении xi. 
• Если наблюдения каждого значения yi неравноточные, то 

wi = 1 / i2, где i – среднеквадратичная погрешность i-го 

измерения зависимой переменной yi. 
• Если наблюдения каждого значения yi однократные и равно-

точные, то wi = 1. 
Учитывая выражение для ŷ , можно составить схему МНК 
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 (1.6) 

Отсюда можно получить эквивалентную систему линейных 

уравнений, решением которой будут параметры уравнения (1.4) 
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Используя обозначения 
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можно записать схему МНК в матричной форме 

    

  .0YBXWX2
B
S

,YBXWYBXS
,EBXY

T

T

=−=

−−=

+=




 (1.8) 

Система (1.7) представится в виде 

 .YWXBXWX TT =  (1.9) 

Если   0XWXdet T  , то она имеет единственное решение 

   .YWXXWXB T1T =
−  (1.10) 

Эта схема определения коэффициентов применима для линей-

ной комбинации произвольных функций 

      ,xfxf...xfy
m

0j
jjmm00 

=

=++=   (1.11) 

и для полиномиальных уравнений 

 .xx...xxy
m

0j

j
j

m
m

2
210 

=

=++++=   (1.12) 
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Матрицы X для комбинации функций и X для полного поли-

нома (содержащего все степени x от 0 до m) будут иметь вид 

   

   
.

x...xx1
...............
x...xx1

X,
xf...xf

.........
xf...xf

X
m
n
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






=  

Основным критерием качества модели является оценка средне-

квадратичной (стандартной) погрешности расчета параметра y 

   ,yŷ
mn

1S
n

1i

2
ii

2
y 

=

−
−

=  (1.13) 

где m = m + 1 – число коэффициентов уравнения модели. 
С учетом введенных матричных обозначений 

 
   

.
mn

YBXYBXS
T

2
y −

−−
=  (1.14) 

Если эта величина превышает допустимый предел, модель от-

вергается, или ее форма модифицируется. 
Важным показателем качества модели является чувствитель-

ность оценок коэффициентов 0,...,m к относительным изменениям 

величин yi, вызванными влиянием погрешности их определения. 

Она находится по формуле 

 .
y

yyln
ln

yy k

i

i

k

i

k

ii

kk












 ===  (1.15) 

С учетом (1.10) выражение для расчета чувствительности ко-

эффициента k к изменению величины yi примет вид 

    .
y

WXXWX
k

i
ki

T1T
k


 =

−  (1.16) 

 
1.3 Повышение качества линейной модели 
 
Параметры модели всегда определяются с погрешностью, ве-

личина которой тем больше, чем ближе  XWXdet T   к нулю. 
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Среднеквадратичная ошибка оценки коэффициента k равна 

   .XWXSS 1
kk

T2
y

2
k

−

=  (1.17) 

Коэффициент k считается незначимыми и подлежащим исклю-

чению из уравнения модели, если значения выражения 

 kk St =  (1.18) 

меньше критерия Стьюдента  mnt 21 −−  для уровня довери-

тельной вероятности  и числа степеней свободы n–m. 
В ряде случаев качество линейной модели можно повысить, 

представив ее в виде 

   ,xxy
m

1j
jjj0 

=

+−+=   (1.19) 

где jx  – средние значения соответствующих переменных. 

Тогда система (1.7) представится в форме 
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 (1.20) 

Так как  
=

==−
n

1i
jiji m,...,1j,0xxw , эта система упрощается 
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Отсюда можно получить выражение для определения 0. При 

равных весах наблюдений y0 = . 
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При записи системы (1.21) в матричной форме изменяются 

компоненты X и B 
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Остальные матричные обозначения сохраняются.  
Погрешности определения всех коэффициентов, кроме 0, 

находятся по общим формулам. Погрешность 0 составляет 

 .
w

S
S

n

1i
i

y
0


=

=  (1.22) 

Для равноточных измерений nSS y0 = . 

 
1.4 Построение нелинейных статических моделей 
 
Если модель нелинейная относительно своих параметров, то в 

общем случае система (1.3) должна решаться численно. Популяр-

ным средством решения нелинейных задач является метод Ньюто-

на. Он заключается в следующем. 
Введем обозначения 
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 (1.23) 

Зададимся начальными приближениями значений коэффициен-

тов )0(
m

)0(
1 ,...,  и разложим функции 1,...,m в ряд Тейлора в 

окрестности начальной точки. Из разложения исключим все со-

ставляющие со степенями производных выше первой. Тогда 
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0m
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11
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





















 (1.24) 

Так как в точке минимума функции невязки S должно выпол-

няться условие 1 = ... = m = 0, эту систему можно приближенно 

представить следующим образом 
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m
1
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m

)0(
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1
1

01

1





















 (1.25) 

где величины m,...,1j,)0(
jjj =−=   – поправки к соответ-

ствующим коэффициентам. 
Система (1.25) линейна относительно поправок. Решая ее, 

можно найти значения j  и определить скорректированные зна-

чения коэффициентов j
)0(

jj  += . 

Если все поправки по абсолютной величине меньше заданной 

точности , итерационный процесс прекращается. В противном 

случае выполняется переназначение переменных j
)0(

j  = , пересо-

ставляется система (1.25) и определяются новые поправки. 
Найдем решение нелинейной задачи МНК в матричной форме. 

Введем обозначения векторов и матриц 
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
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






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Тогда функция невязки и ее производные в матричной форме 

будут иметь следующий вид 

 
     

.WJ2
B
S

min,WYB,XFWYB,XFS

T

TT








=

→=−−=

 (1.26) 

Коэффициенты матрицы Якоби J находятся по правилу 

.
...

.........

...

J

m

m

1

m

m

1

1

1





















=

















 

Если задан вектор начальных приближений коэффициентов B0, 
то можно получить приближенное выражение для оценки произ-

водной S / B в точке, где функция невязки имеет минимум 

 .WJ2
B
S T

0 



  (1.27) 

Разложим функцию  в ряд Тейлора в окрестности точки B0. 
Исключим из этого разложения компоненты со степенями произ-

водных выше первой 

  .BBJ 000 −+=   (1.28) 

Тогда можно записать 
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  

 

  .WJJWJBB

,WJBBJWJ
,0BBJWJ

0
T
0

1
0

T
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
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 (1.29) 

Последнее выражение является рекуррентной формулой для 

уточнения значений вектора коэффициентов. Ее применяют до тех 

пор, пока евклидова длина (норма) вектора поправок B – B0 не 

станет меньше заданной точности . 
В ряде случаев решение нелинейной задачи МНК можно упро-

стить, преобразовав уравнение модели к линейному виду путем со-

ответствующей замены переменных. Найденные параметры преоб-

разованных линейных характеристик используются для расчета ко-

эффициентов исходных зависимостей. Некоторые наиболее типич-

ные примеры преобразования переменных и пересчета коэффици-

ентов показаны ниже. 
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2 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 
До выполнения работы необходимо самостоятельно изучить 

правила построения детерминированных статических моделей. 
При выполнении работы необходимо решить две задачи. 
1. По исходным данным построить полиномиальную модель 

   ,xbxf
m

0j

j
j

=

=  (1.30) 

где значение m определяется заданием. Последовательно при-

меняя процедуру исключения коэффициентов, в доверительный ин-

тервал которых 

    1mntSbb1mntSb 21bjjj21bjj −−+−−− −−   (1.31) 

попадает нулевое значение, добиться полной значимости моде-

ли при уровне доверительной вероятности  = 0,95. В первую оче-

редь исключаются коэффициенты с наибольшей относительной по-

грешностью (см. приложение Б). Оценить основные показатели ка-

чества модели: среднюю и максимальную погрешность приближе-

ния, а также показатель адекватности 
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  

,
y

yxf
1R n

1i

2
i

n

1i

2
ii

2





=

=

−

−=  (1.32) 

который должен быть как можно ближе к единице. 
2. По тем же исходным данным построить нелинейную модель, 

форма которой определяется заданием. Рассчитать для нее те же 

показатели качества, что и для линейной модели. 
Содержание отчета о лабораторной работе: 
• общая постановка задачи; 
• оценка параметров линейной модели; 
• оценка параметров нелинейной модели; 
• сравнение качества линейной и нелинейной моделей. 
Варианты заданий приведены в приложении А.  
 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
 

1. Что понимается под аппроксимацией функций? Каков по-

рядок процедуры аппроксимации? 
2. Как строится линейная статическая модель с помощью 

процедуры МНК? Как определяются ее параметры? 
3. Как оценивается качество линейной статической модели? 

Как можно повысить ее качество? 
4. Как строится нелинейная статическая модель с помощью 

процедуры МНК? Как определяются ее параметры? 
  



16 

Лабораторная работа №2 
ПОСТРОЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТНЫХ  

СТАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ СИСТЕМ 
 

Цель работы – усвоение основных правил построения регрес-

сионных моделей систем и оценки их качества с использованием 

методов математической статистики. 
Содержание работы – определение параметров уравнения мно-

жественной линейной регрессии, представление полученных ре-

зультатов в форме отчета и доказательство их правильности. 

 
1 ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 
1.1 Понятие о регрессии 
 
Если все параметры объекта определяются точно, его модель 

можно считать детерминированной и представить в виде функцио-

нальной зависимости. На практике вследствие неточности измере-

ния или влияния физической природы объекта эти параметры нахо-

дятся с некоторой ошибкой , что делает величины на его входе и 

выходе  и  случайными (см. рисунок 1.1). 

 g
x  



 

Рисунок 1.1 – Структурная схема модели объекта со случайной 

ошибкой входного сигнала 
 
Информация о структуре объекта также может отсутствовать. В 

этих условиях зависимость   g=  будет вероятностной (стоха-

стической). Параметр  считается независимой переменной (фак-
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тором или предиктором), а параметр  – зависимой переменной 
(или откликом). 

Среди всех функций  g  необходимо найти ту, которая 

наилучшим образом воспроизводит значения . Общепринятым 

способом решения этой задачи является метод наименьших квад-

ратов. 
Зависимость  g  называется наилучшим приближением  по 

методу наименьших квадратов, если математическое ожидание 

  2gM  −  принимает наименьшее возможное значение. Зависи-

мость  g  называется среднеквадратической регрессией вели-

чины  на величину . 
В случае нормального распределения  и  эта регрессия явля-

ется линейной функцией 

   ,MMg




 






 −
=

−  (1.1) 

где M M ,  – математические ожидания и среднеквадра-

тические отклонения  и ,  – коэффициент их корреляции.  
Уравнение (1.1) определяет прямую регрессии 

     ,MMgˆ 10 









 +=−+==  (1.2) 

где  – смещение линии регрессии по оси ординат (т. н. пере-

сечение),  – коэффициент регрессии  на . Их значения находят-

ся по формулам 

 .MM, 101 









 −==  (1.3) 

Разность  ˆ−  называется остатком  относительно . Мате-

матическое ожидание квадрата остатка 

    222 1ˆM   −=−  (1.4) 
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называется остаточной дисперсией  относительно . Она по-

казывает, насколько можно уменьшить дисперсию , вычитая из 

переменной значение регрессии. 
Для оценки точности регрессии можно рассмотреть следующее 

тождество (n – число наблюдений зависимой переменной). 

       .n,...,1i,ˆMˆM iiii =−+−=−   (1.5) 

Геометрическая интерпретация (1.5) показана на рисунке 1.2. 

 

Рисунок 1.2 – Геометрическая интерпретация тождества (1.5) 
 
Возводя обе части (1.5) в квадрат и используя формулу (1.2), 

можно получить основное уравнение дисперсионного анализа 

 
     

,SSSSSS
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DRM
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+=
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
 (1.6) 

где MSS  – общая сумма квадратов (Square Sum) отклонений от 

среднего (Mean), RSS  – сумма квадратов отклонений, обусловлен-

ная регрессией (Regression), DSS  – сумма квадратов остатка (Devia-
tion). Регрессия считается удовлетворительной, если близок к еди-

нице коэффициент детерминации 

 Mˆ i −
 Mi −

iiˆ  −

ii  +=

i

i̂

M

i 


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 .
SS
SS

1
SS
SS

R
M

D

M

R2 −==  (1.7) 

Можно составить таблицу дисперсионного анализа, включаю-

щую значения элементов уравнения (1.6). 

Примечание. Любая сумма квадратов связана с числом ее 

степеней свободы, которое показывает, как много независимых 

элементов выборки из n независимых чисел требуется для образо-

вания данной суммы квадратов. 
 
Таблица 1.1 – Таблица дисперсионного анализа 

Источник вариации Число степеней свободы SS 

Регрессия 1  2
i Mˆ −   

Остаток n – 2  2
ii ˆ −  

Общий n – 1  2
i M −   

 
Регрессия считается статистически значимой, если отношение 

 
 

 
 2n

ˆ

Mˆ
F 2

ii

2
i −

−

−
=








 (1.8) 

превышает критерий Фишера  2n,1F −  для заданного уровня 

доверительной вероятности . 
Оценки коэффициентов 0 и 1 считаются статистически зна-

чимыми, если значения выражений 

 
 

 
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
−=

−
=

2
i

1
12

i

2
i0

0 M
s

t,
Mn

s
t 






 (1.9) 

превышают критерий Стьюдента  2nt 21 −−  для заданного 

уровня доверительной вероятности . 
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1.2 Множественная линейная регрессия 
 
Пусть 1,...,m – случайные величины, имеющие математиче-

ские ожидания Mi и дисперсии Di (i = 1,...,m). Если i – отклик, а 

все остальные – факторы, можно определить зависимость 

  ,,...,,,...,gˆ m1i1i1  +−=  (1.10) 

где iˆ  = . Форма  m1i1i1 ,...,,,...,g  +−
 должна подбираться 

так, чтобы выполнялось условие 

    .min,...,,,...,gM 2
m1i1i1 →− +−   (1.11) 

Если зависимость (1.10) представляется линейной функцией 

  ,MMˆ
m

ij,1j
jjiji 

=

−+=   (1.12) 

то ее называют множественной линейной регрессией величи-

ны i на остальные величины. Коэффициенты регрессии ij нахо-

дятся по формуле 

 ,
D
D

1
ii

1
ij

ij −

−

−=  (1.13) 

где D – матрица центральных корреляционных моментов. Каж-

дый ее элемент равен 

     
 






=
=−−=

.ji,,cov
,ji,D

MMMD
ji

i
jjiiij




  (1.14) 

Если матрица D положительно определена, то коэффициенты 

регрессии всегда определяются однозначно. 
Таблица дисперсионного анализа для множественной линейной 

регрессии приведена ниже. 
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Таблица 1.2 – Таблица дисперсионного анализа для 

множественной линейной регрессии 

Источник вариации Число степеней свободы SS 

Регрессия m – 1  2
i Mˆ −   

Остаток n – m  2
ii ˆ −  

Общий n – 1  2
i M −   

 
Величина R2 в данном случае является мерой статистической 

взаимосвязи между i и всеми остальными величинами и называет-

ся сводным коэффициентом корреляции.  
Регрессия считается статистически значимой, если отношение 

 
 

  1m
mn

ˆ

Mˆ
F 2

ii

2
i

−

−


−

−
=








 (1.15) 

превышает критерий Фишера  mn,1mF −−  для заданного 

уровня доверительной вероятности . 
Оценки коэффициентов ij считаются статистически значимы-

ми, если значения выражений 

  mn
1

t 2
ij

2
ij

j −
−

=



 (1.16) 

превышают критерий Стьюдента  mnt 21 −−  для заданного 

уровня доверительной вероятности . 
Параметры ij, входящие в (1.16), называемые частными ко-

эффициентами корреляции, определяют меру статистической вза-

имосвязи i и j после устранения влияния всех остальных факто-

ров. Они вычисляются по формуле 

 .
DD

D
1

jj
1

ii

1
ij

ij −−

−


−=  (1.17) 
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1.3 Пошаговая регрессия 
 
Для одного и того же объекта можно построить несколько ре-

грессионных моделей, отличающихся набором независимых пере-

менных. Для выбора оптимальной модели обычно используют сле-

дующие критерии: 
• минимальная сумма квадратов остатка; 
• минимальное число коэффициентов, совместимое с разум-

ной ошибкой; 
• достаточные физические основания для включения фактора 

в модель. 
Одним из методов получения оптимальной модели является 

пошаговая регрессия. Она заключается в последовательном вклю-

чении в уравнение независимых переменных и исследовании его на 

значимость. 
На первом шаге выбирается переменная j, наиболее сильно 

коррелированная с величиной , составляется уравнение  jgˆ  = , 

проверяется общая значимость регрессии по критерию (1.15) и зна-

чимость коэффициента ij по критерию (1.16). Если результат про-

верки отрицательный, наилучшей считают модель  Mˆ = . 
На втором шаге вычисляется остаток  jjij MM  −−− , 

и определяется наиболее сильно коррелированная с ним перемен-

ная k. Составляется уравнение  kj ,gˆ  = , проверяется общая 

значимость регрессии и значимость коэффициентов ij и ik. Незна-

чимые переменные из уравнения регрессии исключаются. 
На третьем шаге вычисляется остаток регрессии 

   kkikjjij MMM  −−−−− , определяется наиболее 

сильно коррелированная с ним переменная l, и процедура форми-

рования уравнения регрессии повторяется. 
Процесс прекращается, если дальнейшее расширение или со-

кращение модели делают регрессию незначимой. 
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2 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

 
До выполнения работы необходимо самостоятельно изучить 

основы регрессионного анализа и правила построения множествен-

ных регрессионных моделей. 
При выполнении работы необходимо по исходным данным по-

лучить полностью значимую при уровне доверительной вероятно-

сти  = 0,95 полиномиальную модель вида 

 .xby
m

0j

j
j

=

=  (1.18) 

Для приведения зависимости (1.18) к виду (1.12) необходимо 

сформировать матрицу переменных i следующего вида 

 ,
x...xxy
...............

x...xxy

m
n

2
nnn

m
1

2
111

















=  (1.19) 

где 1 – отклик, j = xj – 1 (j = 2,...,m+1) – факторы. С помощью 

пошаговой процедуры в регрессию 

  m2 ,...,gˆ  =  (1.20) 

должны быть включены только значимые факторы. 
Содержание отчета о лабораторной работе: 
• общая постановка задачи; 
• расчет основных статистических характеристик независи-

мых переменных; 
• решение задачи пошаговой регрессии. 
Результаты расчетов должны приводиться как в числовой, так и 

в графической форме (например, в виде графика остатков). Для 

каждой модели должны определяться среднеквадратическая ошиб-

ка и коэффициент детерминации. 
Варианты заданий приведены в приложениях А и Б.  
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
 

5. Что считается среднеквадратической регрессией одной пе-

ременной относительно другой переменной? 
6. Как строится уравнение линейной регрессии? Как опреде-

ляются коэффициенты ее уравнения? 
7. Как строится уравнение множественной линейной регрес-

сии? Как определяются коэффициенты ее уравнения? 
8. Как строится таблица дисперсионного анализа для уравне-

ния регрессии? 
9. Как определяется значимость регрессии в целом? Как 

определяется значимость переменных, входящих в уравнение ре-

грессии? 
10. Как выполняется процедура пошаговой регрессии? 
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Лабораторная работа №3 
ПОСТРОЕНИЕ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ СИСТЕМ 

 
Цель работы – усвоение основных правил построения детерми-

нированных динамических моделей систем и оценки их качества. 
Содержание работы – определение параметров уравнения ди-

намики линейной системы, представление полученных результатов 

в форме отчета и доказательство их правильности. 

 
1 ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 
1.1 Понятие о динамической идентификации 
 
Идентификация состоит в отыскании для объекта адекватной 

ему модели. Различают структурную и параметрическую иденти-

фикацию. При структурной идентификации определяется форма 
модели из некоторого заданного класса функций, при параметри-

ческой идентификации определяются параметры модели. 
Если выходные сигналы объекта  tY  полностью определяются 

наблюдаемыми входными воздействиями  tX , то для его иденти-

фикации достаточно использовать методы активного эксперимен-

та. Исходной информацией является экспериментально снятая 
кривая разгона – реакция объекта  tY  на поданное входное воз-

действие  tX  в интервале времени Tt0  . 

 

Рисунок 1.1 – Структурная схема модели объекта с оператор-

ной передаточной функцией  pW  
 

 tY tX
 pW
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Уравнение динамической характеристики объекта можно 

условно представить в виде 

       ,tX,tQktY,tP −=  (1.1) 

где  – время запаздывания объекта, которое проходит от мо-

мента подачи сигнала на вход объекта до момента появления сиг-

нала на его выходе; k – коэффициент усиления (или коэффициент 

передачи) объекта. 
 

 X

 0X

 Y

 0Y

0 t
 t¢0¢  

Рисунок 1.2 – Схема для определения времени запаздывания и 

коэффициента усиления объекта 
 
Коэффициент усиления вычисляется по соотношению 

 
   
   

.
0XX
0YYk

−

−
=  (1.2) 

Входные и выходные величины, как правило, масштабируются 

в стандартном диапазоне от 0 до 1 (нормируются) 

  
   
   

 
   
   

.
0YY
0YtYty,

0XX
0XtXtx

−

−
=

−

−
=  (1.3) 

После определения k и  можно исследовать объект в нормиро-
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ванных координатах и без запаздывания, сместив шкалу времени 

вправо на величину . 
 
1.2 Структурная идентификация объекта 
 
При структурной идентификации априорная информация об 

объекте используется для определения структуры модели. 
Уравнение динамики, как правило, выбирается из класса ли-

нейных или линеаризованных характеристик. В нормированных 

координатах модель объекта с сосредоточенными параметрами, од-

ним входным и одним выходным сигналом является обыкновенным 

дифференциальным уравнением с постоянными коэффициентами 

 
     

     ,txtx
dt
db...tx

dt
db

tyty
dt
da...ty

dt
da

1m

m

m

1n

n

n

 −+−++−=

=+++
 (1.4) 

где коэффициенты ia  и ib  имеют размерность времени в сте-

пени, равной порядку производной соответствующего слагаемого. 
В физически реализуемых системах mn  . 

Начальные условия 

      
0t

1n

1n
)1n(

0
0t

)1(
00 ty

dt
dy,...,ty

dt
dy,0yy

=

−

−

−

=

===  (1.5) 

и форма входного сигнала считаются известными. Предполага-

ется, что класс  tx  ограничен функциями, описывающими устой-

чивые процессы. 
Обычно  tx  – ступенчатая функция, поэтому порядок уравне-

ния (1.4) может быть приближенно определен по форме переходной 

характеристики объекта. Если эта характеристика не имеет точек 

перегиба, то n = 1. Если есть перегиб при t = tп, и tп / T < 0,1...0,15, 
то n = 2 (см. рисунок 1.3). В противном случае считают n > 2. 
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0 t

 ty

Ttп0 t

 ty

T
а) б)  

Рисунок 1.3 – Переходные характеристики объекта первого (а) 

и более высокого порядка (б) 

Примечание. Влияние погрешности измерения  tX  и  tY  и 
погрешности численных методов обработки информации обычно 

делает нецелесообразным использование моделей выше третьего-
четвертого порядка. 

На рисунке 1.4 показано, как можно снизить порядок модели, 

вводя фиктивное запаздывание. 

0 t

 ty

T0 t

 ty

T
а) б)

¢ ¢

 
Рисунок 1.4 – Снижение порядка модели до первого (а) и 

второго (б) путем введения фиктивного запаздывания 
 
Окончательный выбор формы модели должен определяться 

степенью ее адекватности объекту. 
 
1.3 Параметрическая идентификация объекта 
 
При параметрической идентификации данные об объекте 
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обрабатываются для получения о нем апостериорной информации. 
При этом оцениваются параметры выбранной модели. В простей-

ших случаях такая оценка может выполняться по графику переход-

ной характеристики. 
Для модели первого порядка, уравнение которой имеет вид 

      ,tx=ty+ty
dt
dT1   (1.6) 

значение постоянной времени T1 определяется временем, при 

котором касательная к  ty  в начале координат пересекается с ее 

горизонтальной асимптотой   1y = . 

0 t

 ty

TT1  

Рисунок 1.5 – Оценивание параметров модели первого порядка 
 
Постоянные времени T1 и T2 апериодической модели второго 

порядка 

          ,tx=ty+ty
dt
dTTty

dt
dTT 212

2

21 ++  (1.7) 

после определения по графику координаты точки перегиба tп и 

значения производной в этой точке (см. рисунок 1.6 (а)) находятся 

из системы уравнений 

     .
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,Tty
dt
d,Tty

dt
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2

11
1

2
tпt

1
1

tпt

=== −

=

−

=

 



 (1.8) 

Постоянная времени T2 и степень затухания  колебательной 

модели второго порядка 
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        ,tx=ty+ty
dt
dT2ty

dt
dT 22

2
2

2 +   (1.9) 

после определения по графику периода колебаний Tк и двух 

первых положительных амплитуд A1 и A2 (см. рисунок 1.6 (б)) 
находятся из системы уравнений 

 .
A
A

ln
T
T,1

2
T

T
2

1

к

2к =−

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

 (1.10) 

t 0 t

 ty

TTк

A1 A2

0

 ty

Ttп
T1 + T2

а) б)  
Рисунок 1.5 – Оценивание параметров апериодической (а) и 

колебательной (б) модели второго порядка 
 
Для идентификации объекта произвольного порядка используется 

метод наименьших квадратов, требующий минимизации среднего 

квадрата невязки правой и левой частей уравнения (1.4) 
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 (1.11) 

где )i(y  и )j(x  – производные i-го и j-го порядка от функций вы-

ходного и входного сигналов. 
Решение задачи (1.11) сводится к решению системы 
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Преобразуя (1.12) в соответствии с уравнением (1.11), можно 

получить систему линейных алгебраических уравнений 
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Для решения системы (1.13) относительно неизвестных пара-

метров необходимо знать производные входного и выходного сиг-

налов объекта, которые находятся либо в результате сглаживания 

функций  tx  и  ty  на отрезке  T,0t  , либо в результате разло-

жения их в ряд по заданным в аналитической форме выражениям. 
Погрешность численного дифференцирования, как правило, доста-

точно высока, поэтому схему определения коэффициентов 0n a,...,a  и 

0m b,...,b  можно преобразовать следующим образом. 
Рассмотрим частный случай, когда поведение объекта без за-

паздывания в нормированных координатах описывается дифферен-

циальным уравнением вида 

          .txtx
dt
dbtyty

dt
daty

dt
da 112

2

2 +=++  (1.14) 

После интегрирования (1.14) на интервале  t,0 , получим 

 
       
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 (1.15) 

После повторного интегрирования 

 
    
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
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


 (1.16) 

Если начальное условие y0 нулевое, а входной сигнал представ-

ляет собой ступенчатую единичную функция, то уравнение (1.16) 
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упрощается 

         .ddy1dyatytya
t

0 0

t

0
1

)1(
02   −=+−



  (1.17) 

Введем обозначение функций 

 
       
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 
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
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
 (1.18) 

Используя (1.18), можно составить функцию невязки для реше-

ния задачи идентификации методом наименьших квадратов 

        .mindttRtQatPaS
T

0

2
12 →−+=   (1.19) 

Система уравнений для определения коэффициентов уравнения 

(1.17) имеет вид 
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 (1.20) 

Для расчета коэффициента b1 используется формула 

 .yab )1(
021 =  (1.21) 

Для исключения операций многократного интегрирования, 

вносящих погрешности в оценки параметров модели, используют 

метод Симою. Предполагается, что  
• объект обладает свойством самовыравнивания; 
• на вход объекта подано единичное ступенчатое воздействие; 
• все сигналы отмасштабированы в диапазоне от 0 до 1. 
Тогда изображение переходной характеристики (кривой разго-

на) по Лапласу имеет вид 
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    
 

,
sFs

1
s
1sWsY


==  (1.22) 

где  sW  – передаточная функция объекта, 
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Введем в рассмотрение функцию 

        ty1tyyty −=−=  (1.24) 

и изменим масштаб времени 

   .dttyt
1

0

−







=   (1.25) 

Если функция (1.23) представляется сходящимся рядом вида 

   ,sC1sF
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+=  (1.26) 

то его коэффициенты можно рассчитать по формулам 
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Приравнивая (1.23) и (1.26), можно получить систему 
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 (1.28) 

которая решается при условии, что bn / an = y0. Система (1.28) 

является недоопределенной, поэтому при определении коэффици-

ентов передаточной функции значениями некоторых из них необ-

ходимо предварительно задаваться. 
На практике структурную и параметрическую идентификацию 

методом Симою совмещают. Расчет коэффициентов Ci продолжают 
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до получения первого отрицательного значения. Если C2 < 0, то мо-

дель объекта представляют передаточной функцией 

   ,
1sa

1sW
1 +

=  (1.29) 

где a1 = C1. Если C3 < 0, то для объекта выбирают передаточ-

ную функцию вида 

   ,
1sasa

1sW
1

2
2 ++

=  (1.30) 

или 

   .
1sasa

1sb
sW

1
2

2

1

++

+
=  (1.31) 

В первом случае система двух уравнений (1.28) решается при 

условии b1 = 0. Во втором случае решение этой системы трех урав-

нений находится из предположения, что равны нулю коэффициен-

ты a3, b3 и b2. 
Получение передаточных функций высших порядков сопро-

вождается аналогичными рассуждениями. 
Решение о выборе конкретной формы динамической модели 

принимается на основе анализа ее соответствия эксперименталь-

ным данным об объекте. 
 

2 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 
 
До выполнения работы необходимо самостоятельно изучить 

порядок идентификации объектов по кривым разгона. 
При выполнении работы необходимо с помощью метода 

наименьших квадратов и метода Симою определить параметры ди-

намической характеристики вида (1.4) и оценить качество получен-

ных моделей. Порядок уравнения (1.4) необходимо выбрать само-

стоятельно из условия точности описания экспериментальных дан-

ных. 
Содержание отчета о лабораторной работе: 
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• общая постановка задачи идентификации; 
• идентификация объекта методом наименьших квадратов; 
• идентификация объекта методом Симою; 
• выбор оптимальной модели объекта. 
Для выбора оптимальной модели достаточно использовать по-

казатель адекватности второго порядка 

 
  

,
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tzy
1R n

1i

2
i

n
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
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где iy  – данные, снятые с кривой разгона,  itz  – значения, рас-

считанные по уравнению динамической модели. Лучшей следует 

считать модель, обеспечивающую максимальное значение R2. 
Варианты заданий приведены в приложении Б.  
 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
 

1. Что понимается под идентификацией объекта? Что считает-

ся структурной, а что – параметрической идентификацией? 
2. Какие исходные данные необходимы для решения задачи 

идентификации? 
3. Как проводится структурная идентификация объекта по его 

переходной характеристике? 
4. Как оцениваются параметры динамической модели объекта 

методом наименьших квадратов? 
5. Как оцениваются параметры динамической модели объекта 

методом Симою? 
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Лабораторная работа №4 
ПОСТРОЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТНЫХ  

ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ СИСТЕМ 
 

Цель работы – усвоение основных правил построения вероят-

ностных динамических моделей систем и оценки их качества. 
Содержание работы – определение параметров передаточной 

функции линейной системы, представление полученных результа-

тов в форме отчета и доказательство их правильности. 

 
1 ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 
1.1 Понятие о стохастической идентификации 
 
Если выходные сигналы объекта полностью определяются 

наблюдаемыми входными воздействиями, то для его идентифика-

ции достаточно использовать методы активного эксперимента. В 

реальных условиях на значения выходных сигналов влияют не-

управляемые и ненаблюдаемые воздействия (шумы). Все ненаблю-

даемые помехи, воздействующие на различные части объекта, мо-

гут быть приведены к его выходу и представлены в виде аддитив-

ного шума  t  (см. рисунок 1.1). 

 

Рисунок 1.1 – Структурная схема модели объекта с оператор-

ной передаточной функцией  pW  и аддитивным шумом  t  
 
В результате воздействия случайных помех изменение состоя-

ния объекта происходит и в режиме его нормальной эксплуатации. 

Следовательно, объект может быть идентифицирован по результа-

 ty tx
 pW

 t
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там статистической обработки наблюдений его входных и выход-

ных сигналов (или по результатам пассивного эксперимента). 
Пусть имеется объект с сосредоточенными параметрами, одним 

входным сигналом  tx  и выходным сигналом  ty , которые явля-

ются стационарными эргодическими случайными процессами с 

равными нулю математическими ожиданиями. 

Примечание. Случайный процесс  tx  считается стационар-

ным, если его математическое ожидание постоянно. Случайный 

процесс считается эргодическим, если его среднее по времени 

 dttx
T2

1limx
T

TT


−→



=  

равно математическому ожиданию. 

Чтобы получить уравнение связи между статистическими ха-

рактеристиками  tx  и  ty , используют их корреляционные функ-

ции и спектральные плотности. 
Корреляционная функция сигнала  tx  учитывает связь меж-

ду его значениями в моменты времени, отстоящие на величину . 
Она определяется выражением 

       .dttxtx
T2

1limR
T

TTxx 
−→

+


=   (1.1) 

Взаимная корреляционная функция случайных процессов  tx  
и  ty  вычисляется по формуле 

       .dttytx
T2

1limR
T

TTxy 
−→

+


=   (1.2) 

Сигнал на выходе объекта, показанного на рисунке 1.1, нахо-

дится с помощью формулы свертки 

        ,tdtxty  +−= 


−

 (1.3) 
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где    – искомая импульсная переходная функция объекта. 
Умножив левую и правую части (1.3) на  −tx , проинтегрировав 

их по  в интервале от –T до T и перейдя к пределу при T → , по 

формулам (1.1) и (1.2) получим 

        .tRdtRtR xxxxy  +−= 


−

 (1.4) 

Считая, что сигналы  tx  и  t  не коррелированны, и учиты-

вая, что   0t =  при отрицательных значениях времени, можно 

получить интегральное уравнение Винера-Хопфа 

       .dtRtR
0

xxxy 


−=  (1.5) 

Уравнение (1.5), записанное для дискретных моментов времени 

t,  = 0,1,...,T при достаточно большом T, определит систему 

       .n,...,0t,tRtR xy

T

0
xx ==−

=




 (1.6) 

Значения   , найденные решением (1.6), будут являться 

лучшими оценками идентифицируемого объекта по критерию ми-

нимума среднеквадратичной ошибки модели. 
Оценки корреляционных функций (1.1) и (1.2) при достаточно 

большом T могут быть рассчитаны по формулам 
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
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 (1.7) 

Структура системы (1.6) такова, что незначительные ошибки при 

оценке  xxR  и  xyR  приводят к существенным ошибкам при 

оценке   . Поэтому функции, входящие в (1.6), обычно сглаживают. 
Выполнив преобразование Фурье над (1.5), получим частотное 

уравнение Винера-Хопфа 



39 

      ,SjWjS xxy  =  (1.8) 

где  xS  – спектральная плотность сигнала  tx , показы-

вающая распределение его энергии по частотному спектру, 

 jS xy  – взаимная спектральная плотность  tx  и  ty , j – мни-

мая частота. Искомая частотная передаточная функция объекта 

 jW  найдется по формуле 

  
 

 
.

S
jS

jW
x

xy




 =  (1.9) 

Ошибки ее определения будут велики, если вместо точных зна-

чений спектральных плотностей используются их оценки. 
Полученное решение может быть физически нереализуемо, по-

этому оно обязательно должно быть скорректировано. 
 
1.2 Оптимальный фильтр Винера 
 
Н. Винером была предложена методика нахождения реализуемой 

частотной передаточной функции объекта – динамической модели, 

обеспечивающей минимум среднеквадратичной ошибки (опти-

мального фильтра Винера). 
Обычно спектральные плотности сигналов представляют в виде 

дробно-рациональных функций 

  
 

 
 

,
T1

0S
S,

T1
0S

S 22
xy

xy
xy22

x

x
x







+
=

+
=  (1.10) 

где  0Sx  и  0S xy  – начальные значения спектральных плот-

ностей, Tx и Txy – постоянные времени. 
Спектральная плотность входного сигнала факторизуется (т. е. рас-

кладывается на произведение комплексно сопряженных выражений) 

        ,jjjS 2
x  −==  (1.11) 
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где   j  – функция, содержащая все нули и полюсы в левой 

комплексной полуплоскости (т. е. соответствующая физически реа-

лизуемой частотной передаточной функции),   j−  – функция, 

содержащая все нули и полюсы в правой комплексной полуплоско-

сти (т. е. соответствующая физически нереализуемой частотной пе-

редаточной функции). 
Физически реализуемая частотная передаточная функция объекта 

находится из выражения 

  
 

 

 
.

j
jS

j
1jW xy

+










−
=






  (1.12) 

Нижний индекс «плюс» у выражения в скобках означает, что 

все его полюсы расположены в левой комплексной полуплоскости. 

Для его определения отношение  jS xy  к   j−  представляется 

в виде суммы простых дробей, из которой исключаются слагаемые 

с полюсами в правой комплексной полуплоскости. 

Пример. Синтез оптимального фильтра Винера. 

Факторизация спектральной плотности входного сигнала, рас-

считанной по формуле (1.10): 
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Определение физически реализуемой части передаточной функции: 
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Определение частотной передаточной функции объекта: 
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Определение передаточной функции объекта: 
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• • • 

Полученная динамическая модель будет квазиоптимальной, так 

как из нее исключена нереализуемая составляющая. Однако, ее можно 

считать лучшей из всех возможных моделей с точки зрения минимиза-

ции среднеквадратичной ошибки. 
 

2 ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 
 
До выполнения работы необходимо самостоятельно изучить 

порядок идентификации динамических объектов, находящихся под 

влиянием случайных воздействий. 
При выполнении работы необходимо по данным о спектраль-

ной плотности входного сигнала и взаимной спектральной плотно-

сти входного и выходного сигналов идентифицировать объект, син-

тезировав оптимальный фильтр Винера, и оценить качество полу-

ченной динамической модели. 
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Содержание отчета о лабораторной работе: 
• общая постановка задачи идентификации; 
• синтез оптимального фильтра Винера; 
• оценка качества динамической модели. 
Результаты расчетов должны приводиться как в числовой, так и 

в графической форме. Адекватность динамической модели доста-

точно оценить с помощью интегральной оценки квадрата ошибки 

       


−=



0

2
xxy ,dSjWSJ  (1.13) 

которая должна быть достаточно мала. Верхний предел инте-

грирования в (1.13) соответствует частоте, при которой значение 

модуля частной передаточной функции не превышает 5-10% от его 

значения при нулевой частоте. 
Варианты заданий приведены в приложении А. Пример стоха-

стической динамической идентификации средствами MathCAD по-

казан в приложении Б. 
 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
 

6. Что понимается под стохастической идентификацией объек-

та? Когда возникает необходимость использовать для идентифика-

ции результаты пассивного эксперимента? 
7. Как идентифицируется объект с помощью интегрального 

уравнения Винера-Хопфа? 
8. Как идентифицируется объект с помощью частотного урав-

нения Винера-Хопфа? 
9. Как синтезируется оптимальный фильтр Винера? 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 
 

Варианты заданий для выполнения лабораторных работ №1 и 2 
 

№ варианта 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

Начальное значение независимой переменной x 
1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 1,9 1,8 1,7 1,6 1,5 1,4 1,3 1,2 1,1 

Шаг изменения независимой переменной x 
0,1 0,2 0,3 0,2 0,3 0,1 0,3 0,2 0,1 0,2 0,1 0,3 0,2 0,1 0,2 0,3 0,2 0,3 0,1 0,2 

Значения зависимой переменной y 
9,0 6,0 3,5 4,0 297 7,0 40,0 2,0 12,8 8,8 2,8 29,0 2,3 92,0 2,0 32,0 2,0 5,0 26,8 0,1 
5,4 7,0 3,0 12,0 24,5 11,5 16,5 3,2 6,0 4,0 3,6 11,0 2,6 52,0 2,5 18,5 2,5 4,4 23,6 1,4 
4,2 9,0 2,8 20,0 10,5 15,0 11,5 3,8 4,8 2,3 5,0 8,0 2,9 36,0 2,5 12,5 2,5 3,4 20,2 3,4 
3,6 11,0 2,6 32,0 7,0 18,5 9,0 4,4 4,2 1,4 7,0 7,0 3,3 26,0 3,0 9,0 2,5 2,6 16,2 6,2 
3,2 14,0 2,5 44,0 5,5 21,5 7,5 4,6 4,0 0,8 10,6 6,0 3,7 18,0 4,0 6,0 3,0 1,6 11,4 10,7 
3,0 17,0 2,4 58,0 4,5 24,5 7,0 4,8 3,8 0,5 14,8 6,0 4,0 12,0 6,0 4,5 3,0 1,2 7,4 15,1 
3,0 20,0 2,4 74,0 4,0 27,5 6,0 4,8 3,6 0,3 20,2 5,2 4,3 8,0 12,5 3,0 3,5 0,6 3,6 19,6 
2,8 25,0 2,3 90,0 3,5 30,0 6,0 5,0 3,6 0,2 24,4 5,1 4,5 6,0 31,5 2,5 4,0 0,4 1,6 22,5 
2,6 30,0 2,3 108 3,5 32,5 5,5 5,0 3,4 0,1 30,6 4,9 4,7 4,0 48,9 1,5 5,0 0,2 0,2 25,9 
2,6 37,0 2,3 126 3,5 35,0 5,0 5,0 3,4 0,1 30,6 4,7 4,7 4,0 68,3 1,5 5,0 0,2 0,2 25,9 

Степень аппроксимирующего полинома 
5 6 6 5 5 6 6 5 5 6 6 5 5 6 6 5 5 6 6 5 
 



ПРОДОЛЖЕНИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ Б 
 

Функции для нелинейной аппроксимации 
 

№ варианта Форма зависимости 

1, 11  xexpy 21  =  

2, 12  3
21 xexpy  =  

3, 13    321 xxy  ++=  

4, 14 2
1 xy  =  

5, 15    xexpxexpy 4321  +=  

6, 16   3
21 xy 

 +=  

7, 17  xexpy 21 =   

8, 18  321 expy  +=  

9, 19   321 xexpy  +=  

10, 20    xexpxexpy 4321 +=   

 



  

ПРИЛОЖЕНИЕ В 
 

Варианты заданий для выполнения лабораторной работы №3 
 

№ , 
мин y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y10 

1 0,2 0,00 0,27 0,53 0,72 0,84 0,91 0,95 0,97 0,98 0,99 
2 0,4 0,00 0,61 0,80 0,87 0,92 0,95 0,96 0,98 0,98 0,99 
3 0,6 0,00 0,36 0,64 0,80 0,89 0,94 0,97 0,98 0,99 0,99 
4 0,8 0,00 0,45 0,70 0,83 0,91 0,95 0,97 0,98 0,99 0,99 
5 1,0 0,00 0,49 0,73 0,86 0,92 0,96 0,98 0,99 0,99 1,00 
6 1,2 0,00 0,53 0,73 0,83 0,90 0,94 0,96 0,98 0,98 0,99 
7 1,4 0,00 0,46 0,65 0,77 0,85 0,90 0,94 0,96 0,97 0,98 
8 1,6 0,00 0,11 0,46 0,70 0,84 0,91 0,95 0,98 0,99 0,99 
9 1,8 0,00 0,49 0,73 0,85 0,92 0,96 0,97 0,99 0,99 1,00 

10 2,0 0,00 0,04 0,49 0,75 0,88 0,94 0,97 0,99 0,99 1,00 
11 0,2 0,00 0,43 0,67 0,81 0,89 0,93 0,96 0,98 0,99 0,99 
12 0,4 0,00 0,51 0,76 0,89 0,95 0,98 0,99 1,00 1,00 1,00 
13 0,6 0,00 0,61 0,88 0,96 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
14 0,8 0,00 0,32 0,61 0,78 0,87 0,93 0,96 0,98 0,99 0,99 
15 1,0 0,00 0,47 0,79 0,91 0,96 0,99 0,99 1,00 1,00 1,00 
16 1,2 0,00 0,05 0,53 0,77 0,89 0,95 0,97 0,99 0,99 1,00 
17 1,4 0,00 0,58 0,81 0,91 0,96 0,98 0,99 0,99 1,00 1,00 
18 1,6 0,00 0,60 0,82 0,91 0,95 0,98 0,99 0,99 1,00 1,00 
19 1,8 0,00 0,14 0,49 0,70 0,83 0,90 0,94 0,97 0,98 0,99 
20 2,0 0,00 0,06 0,37 0,58 0,72 0,81 0,87 0,91 0,94 0,96 
21 0,2 0,00 0,40 0,65 0,80 0,89 0,94 0,97 0,98 0,99 0,99 
22 0,4 0,00 0,49 0,69 0,81 0,88 0,93 0,96 0,97 0,98 0,99 
23 0,6 0,00 0,50 0,74 0,86 0,93 0,96 0,98 0,99 0,99 1,00 
24 0,8 0,00 0,24 0,53 0,72 0,84 0,91 0,95 0,97 0,98 0,99 
25 1,0 0,00 0,19 0,67 0,87 0,95 0,98 0,99 1,00 1,00 1,00 
26 1,2 0,00 0,07 0,49 0,72 0,85 0,92 0,95 0,97 0,99 0,99 
27 1,4 0,00 0,11 0,61 0,83 0,93 0,97 0,99 0,99 1,00 1,00 
28 1,6 0,00 0,53 0,78 0,90 0,96 0,98 0,99 1,00 1,00 1,00 
29 1,8 0,00 0,07 0,49 0,75 0,88 0,94 0,97 0,99 0,99 1,00 
30 2,0 0,00 0,60 0,80 0,89 0,94 0,97 0,98 0,99 0,99 1,00 

 
  



  

ПРИЛОЖЕНИЕ Г 
 

Варианты заданий для выполнения лабораторной работы №4 
 

№  0Sx  Tx  0S xy  Txy 
1 0,1 1 0,1 3 
2 0,2 2 0,2 4 
3 0,3 3 0,3 5 
4 0,4 4 0,4 6 
5 0,5 1 0,5 7 
6 0,5 2 0,6 3 
7 0,4 3 0,7 4 
8 0,3 4 0,8 5 
9 0,2 1 0,9 6 
10 0,1 2 0,1 7 
11 0,1 3 0,2 3 
12 0,2 4 0,3 4 
13 0,3 1 0,4 5 
14 0,4 2 0,5 6 
15 0,5 3 0,6 7 
16 0,5 4 0,7 3 
17 0,4 1 0,8 4 
18 0,3 2 0,9 5 
19 0,2 3 0,1 6 
20 0,1 4 0,2 7 
21 0,1 1 0,3 3 
22 0,2 2 0,4 4 
23 0,3 3 0,5 5 
24 0,4 4 0,6 6 
25 0,5 1 0,7 7 
26 0,5 2 0,8 3 
27 0,4 3 0,9 4 
28 0,3 4 0,1 5 
29 0,2 1 0,2 6 
30 0,1 2 0,3 7 
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ВВЕДЕНИЕ 

Дисциплина «Идентификация объектов управления» ставит своей целью 

формирование следующих компетенций будущего магистра по направлению 

подготовки 15.04.04 — Автоматизация технологических процессов и произ-

водств.  

Код, формулировка 

компетенции 
Код, формулировка 

индикатора 
Планируемые 

результаты обучения по 

дисциплине (модулю), 

характеризующие 

этапы формирования 

компетенций, 

индикаторов 
ОПК-5. Способен раз-

рабатывать аналитиче-

ские и численные мето-

ды при создании мате-

матических моделей 

машин, приводов, обо-

рудования, систем, тех-

нологических процес-

сов 

ИД-1ОПК-5. Использует 

аналитические и чис-

ленные методы для по-

лучения математиче-

ских моделей машин, 

приводов, оборудова-

ния, систем, технологи-

ческих процессов 

Использует современ-

ное программное и ап-

паратное обеспечение 

автоматизированных 

систем, аналитические 

и численные методы 

идентификации машин, 

приводов, оборудова-

ния, систем, технологи-

ческих процессов 
ИД-2ОПК-5. Создает ма-

тематические модели 

машин, приводов, обо-

рудования, систем, тех-

нологических процес-

сов 

Применяет аналитико-
численные методы и 

комплексы программ 

для получения матема-

тических моделей и ис-

следования машин, 

приводов, оборудова-

ния, систем, технологи-

ческих процессов 
ИД-3ОПК-5. Применяет 

методы математическо-

го и компьютерного 

моделирования в теоре-

тических и расчетно-

Имеет практический 

опыт применения мето-

дов математического и 

компьютерного моде-

лирования в теоретиче-
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экспериментальных ис-

следованиях 
ских и расчетно-
экспериментальных ис-

следованиях 
ОПК-6. Способен осу-

ществлять научно-
исследовательскую дея-

тельность, используя 

современные информа-

ционно-
коммуникационные 

технологии, глобальные 

информационные ре-

сурсы 

ИД-2ОПК-6. Пользуется 

современными элек-

тронными ресурсами 

открытого доступа для 

извлечения информа-

ции, необходимой в 

научно-
исследовательской дея-

тельности 

Применяет современ-

ные информационно-
коммуникационные 

технологии в научно-
исследовательской дея-

тельности 

 

Главной задачей дисциплины является приобретение практических 

навыков использования математического аппарата теории автоматического 

управления при анализе и синтезе систем автоматического управления. 

В результате освоения дисциплины студент должен: 

• знать основные закономерности, действующие в процессе изготовления 

продукции требуемого качества, заданного количества при наименьших за-

тратах общественного труда; 

• уметь использовать основные закономерности функционирования систем 

автоматического управления; 

• владеть практическими навыками математического описания систем управ-

ления.  

Методические указания предназначены для выполнения самостоятель-

ной работе по дисциплине «Идентификация объектов управления» с учетом 

требований ФГОС ВО для направления подготовки 15.04.04 — Автоматиза-

ция технологических процессов и производств. Они способствуют лучшему 

усвоению студентами теоретических положений и обеспечивает приобрете-

ние практических навыков по исследованию элементов и систем автоматиче-

ского регулирования и управления. 

Самостоятельная работа осуществляется по темам:  
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Тема 1. Задача идентификации объектов. 

Тема 2. Идентификация статических объектов. 

Тема 3. Идентификация динамических объектов. 

Тема 4. Временные ряды. 

 

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

ОБУЧАЮЩИХСЯ ПРИ ИЗУЧЕНИИ ДИСЦИПЛИНЫ «ИДЕНТИФИ-

КАЦИЯ ОБЪЕКТОВ УПРАВЛЕНИЯ» 

Самостоятельная работа студентов (далее — СРС) является неотъемле-

мой составляющей образовательного процесса в Университете и является 

обязательной для каждого студента. Основная цель СРС — освоение в пол-

ном объеме образовательной программы и последовательное формирование 

компетенций эффективной самостоятельной профессиональной (практиче-

ской и научно-теоретической) деятельности. Самостоятельная работа кон-

кретна по своей предметной направленности и сопровождается непрерывным 

контролем и оценкой ее результатов. 

Количество часов, отводимое на самостоятельную работу, определяется 

учебным планом направления подготовки 15.04.04. 

Содержательно самостоятельная работа студентов определяется ФГОС 

ВО направления подготовки 15.04.04, программой и учебно-методическим 

комплексом дисциплины «Идентификация объектов управления».  

Методика организации самостоятельной работы студентов зависит от 

структуры, характера и особенностей дисциплины «Идентификация объектов 

управления», объема часов на ее изучение, вида заданий для СРС, индивиду-

альных возможностей студентов и условий учебной деятельности. 

Формы самостоятельной работы студентов определяются содержанием 

дисциплины «Идентификация объектов управления», степенью подготовлен-

ности студентов. Они могут быть тесно связаны с теоретическим курсом и 

иметь учебный или учебно-исследовательский характер. Форму самостоя-
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тельной работы студентов определяют кафедра ИСЭА при разработке про-

граммы дисциплины «Идентификация объектов управления». 

Самостоятельная работа может осуществляться индивидуально или 

группами студентов в зависимости от цели, объема, конкретной тематики са-

мостоятельной работы, уровня сложности, уровня умений студентов. 

СРС, не предусмотренная образовательной программой, учебным пла-

ном и учебно-методическими материалами, раскрывающими и конкретизи-

рующими их содержание, осуществляется студентами инициативно, с целью 

реализации собственных учебных и научных интересов. 

В учебном процессе выделяют аудиторную и внеаудиторную самостоя-

тельную работу. 

Аудиторная самостоятельная работа по дисциплине «Идентификация 

объектов управления» выполняется на учебных занятиях (лекциях, практиче-

ских, лабораторных занятиях и консультациях) под руководством преподава-

теля и по его заданию. 

Внеаудиторная самостоятельная работа студентов выполняется во внеа-

удиторное время по заданию и при методическом руководстве и контроле 

преподавателя, но без его непосредственного участия. СРС включает в себя: 

• подготовку к аудиторным занятиям (лекционным и практическим) и 

выполнение соответствующих заданий; 

• работу над отдельными темами учебных дисциплин (модулей) в со-

ответствии с учебно-тематическими планами; 

• выполнение контрольных работ; 

• подготовку ко всем видам промежуточных и итоговых контрольных 

испытаний. 

 

1.1. Подготовка к лекциям 

Главное в период подготовки к лекционным занятиям — научиться ме-

тодам самостоятельного умственного труда, сознательно развивать свои 



 

55 
 

 

творческие способности и овладевать навыками творческой работы. Для это-

го необходимо строго соблюдать дисциплину учебы и поведения. Четкое 

планирование своего рабочего времени и отдыха является необходимым 

условием для успешной самостоятельной работы. В основу его нужно поло-

жить рабочие программы изучаемых в семестре дисциплин.  

Каждому студенту следует составлять еженедельный и семестровый 

планы работы, а также план на каждый рабочий день. С вечера всегда надо 

распределять работу на завтрашний день. В конце каждого дня целесообраз-

но подводить итог работы: тщательно проверить, все ли выполнено по наме-

ченному плану, не было ли каких-либо отступлений, а если были, по какой 

причине это произошло. Нужно осуществлять самоконтроль, который явля-

ется необходимым условием успешной учебы. Если что-то осталось невы-

полненным, необходимо изыскать время для завершения этой части работы, 

не уменьшая объема недельного плана. 

Слушание и запись лекций — сложный вид вузовской аудиторной рабо-

ты. Внимательное слушание и конспектирование лекций предполагает ин-

тенсивную умственную деятельность студента. Краткие записи лекций, их 

конспектирование помогает усвоить учебный материал. Конспект является 

полезным тогда, когда записано самое существенное, основное и сделано это 

самим студентом. Не надо стремиться записать дословно всю лекцию. Такое 

«конспектирование» приносит больше вреда, чем пользы. Запись лекций ре-

комендуется вести по возможности собственными формулировками. Жела-

тельно запись осуществлять на одной странице, а следующую оставлять для 

проработки учебного материала самостоятельно в домашних условиях.  

Конспект лекций лучше подразделять на пункты, параграфы, соблюдая 

красную строку. Этому в большой степени будут способствовать пункты 

плана лекции, предложенные преподавателям. Принципиальные места, опре-

деления, формулы и другое следует сопровождать замечаниями «важно», 

«особо важно», «хорошо запомнить» и т.п. Можно делать это и с помощью 

разноцветных маркеров или ручек. Лучше если они будут собственными, 
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чтобы не приходилось просить их у однокурсников и тем самым не отвлекать 

их во время лекции. Целесообразно разработать собственную «маркогра-

фию» (значки, символы), сокращения слов. Не лишним будет и изучение ос-

нов стенографии. Работая над конспектом лекций, всегда необходимо ис-

пользовать не только учебник, но и ту литературу, которую дополнительно 

рекомендовал лектор. Именно такая серьезная, кропотливая работа с лекци-

онным материалом позволит глубоко овладеть знаниями. 

 

1.2. Подготовка к лабораторным занятиям 

Для того чтобы лабораторные занятия приносили максимальную пользу, 

необходимо помнить, что упражнение и решение задач проводятся по рас-

смотренному на лекциях материалу и связаны, как правило, с детальным раз-

бором отдельных вопросов лекционного курса. Следует подчеркнуть, что 

только после усвоения лекционного материала с определенной точки зрения 

(а именно с той, с которой он излагается на лекциях) он будет закрепляться 

студентом на лабораторных занятиях как в результате обсуждения и анализа 

лекционного материала, так и с помощью решения проблемных ситуаций, 

задач. При этих условиях студент не только хорошо усвоит материал, но и 

научится применять его на практике, а также получит дополнительный сти-

мул (и это очень важно) для активной проработки лекции. 

При самостоятельном решении задач нужно обосновывать каждый этап 

решения, исходя из теоретических положений курса. Если студент видит не-

сколько путей решения проблемы (задачи), то нужно сравнить их и выбрать 

самый рациональный. Полезно до начала вычислений составить краткий 

план решения проблемы (задачи). Решение проблемных задач или примеров 

следует излагать подробно, вычисления располагать в строгом порядке, от-

деляя вспомогательные вычисления от основных. Решения при необходимо-

сти нужно сопровождать комментариями, схемами, чертежами и рисунками. 
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Следует помнить, что решение каждой учебной задачи должно дово-

диться до окончательного логического ответа, которого требует условие, и по 

возможности с выводом. Полученный ответ следует проверить способами, 

вытекающими из существа данной задачи. Полезно также (если возможно) 

решать несколькими способами и сравнить полученные результаты. Решение 

задач данного типа нужно продолжать до приобретения твердых навыков в 

их решении. 

 

1.3. Самостоятельное изучение материала тем 

Конспект — наиболее совершенная и наиболее сложная форма записи. 

Слово «конспект» происходит от латинского «conspectus», что означает «об-

зор, изложение». В правильно составленном конспекте обычно выделено са-

мое основное в изучаемом тексте, сосредоточено внимание на наиболее су-

щественном, в кратких и четких формулировках обобщены важные теорети-

ческие положения.  

Конспект представляет собой относительно подробное, последователь-

ное изложение содержания прочитанного. На первых порах целесообразно в 

записях ближе держаться тексту, прибегая зачастую к прямому цитированию 

автора. В дальнейшем, по мере выработки навыков конспектирования, записи 

будут носить более свободный и сжатый характер.  

Конспект книги обычно ведется в тетради. В самом начале конспекта 

указывается фамилия автора, полное название произведения, издательство, 

год и место издания. При цитировании обязательная ссылка на страницу кни-

ги. Если цитата взята из собрания сочинений, то необходимо указать соот-

ветствующий том. Следует помнить, что четкая ссылка на источник — 

непременное правило конспектирования. Если конспектируется статья, то 

указывается, где и когда она была напечатана. 

Конспект подразделяется на части в соответствии с заранее продуман-

ным планом. Пункты плана записываются в тексте или на полях конспекта. 



 

58 
 

 

Писать его рекомендуется четко и разборчиво, так как небрежная запись с 

течением времени становиться малопонятной для ее автора. Существует пра-

вило: конспект, составленный для себя, должен быть по возможности напи-

сан так, чтобы его легко прочитал и кто-либо другой. 

Формы конспекта могут быть разными и зависят от его целевого назна-

чения (изучение материала в целом или под определенным углом зрения, 

подготовка к докладу, выступлению на занятии и т.д.), а также от характера 

произведения (монография, статья, документ и т.п.). Если речь идет просто 

об изложении содержания работы, текст конспекта может быть сплошным, с 

выделением особо важных положений подчеркиванием или различными 

значками. 

В случае, когда не ограничиваются переложением содержания, а фикси-

руют в конспекте и свои собственные суждения по данному вопросу или до-

полняют конспект соответствующими материалами их других источников, 

следует отводить место для такого рода записей. Рекомендуется разделить 

страницы тетради пополам по вертикали и в левой части вести конспект про-

изведения, а в правой свои дополнительные записи, совмещая их по содер-

жанию. 

Конспектирование в большей мере, чем другие виды записей, помогает 

вырабатывать навыки правильного изложения в письменной форме важные 

теоретических и практических вопросов, умение четко их формулировать и 

ясно излагать своими словами. 

Таким образом, составление конспекта требует вдумчивой работы, за-

траты времени и труда. Зато во время конспектирования приобретаются зна-

ния, создается фонд записей. 

Конспект может быть текстуальным или тематическим. В текстуальном 

конспекте сохраняется логика и структура изучаемого произведения, а запись 

ведется в соответствии с расположением материала в книге. За основу тема-

тического конспекта берется не план произведения, а содержание какой-либо 

темы или проблемы. 
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Текстуальный конспект желательно начинать после того, как вся книга 

прочитана и продумана, но это, к сожалению, не всегда возможно. В первую 

очередь необходимо составить план произведения письменно или мысленно, 

поскольку в соответствии с этим планом строится дальнейшая работа. Кон-

спект включает в себя тезисы, которые составляют его основу. Но, в отличие 

от тезисов, конспект содержит краткую запись не только выводов, но и дока-

зательств, вплоть до фактического материала. Иначе говоря, конспект — это 

расширенные тезисы, дополненные рассуждениями и доказательствами, 

мыслями и соображениями составителя записи. 

Как правило, конспект включает в себя и выписки, но в него могут войти 

отдельные места, цитируемые дословно, а также факты, примеры, цифры, 

таблицы и схемы, взятые из книги. Следует помнить, что работа над кон-

спектом только тогда будет творческой, когда она не ограничена текстом 

изучаемого произведения. Нужно дополнять конспект данными из других ис-

точников. 

В конспекте необходимо выделять отдельные места текста в зависимо-

сти от их значимости. Можно пользоваться различными способами: подчер-

киваниями, вопросительными и восклицательными знаками, репликами, 

краткими оценками, писать на полях своих конспектов слова: «важно», 

«очень важно», «верно», «характерно». 

В конспект могут помещаться диаграммы, схемы, таблицы, которые 

придадут ему наглядность. 

Составлению тематического конспекта предшествует тщательное изуче-

ние всей литературы, подобранной для раскрытия данной темы. Бывает, что 

какая-либо тема рассматривается в нескольких главах или в разных местах 

книги. А в конспекте весь материал, относящийся к теме, будет сосредоточен 

в одном месте. В плане конспекта рекомендуется делать пометки, к каким 

источникам (вплоть до страницы) придется обратиться для раскрытия вопро-

сов. Тематический конспект составляется обычно для того, чтобы глубже 

изучить определенный вопрос, подготовиться к докладу, лекции или выступ-
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лению на семинарском занятии. Такой конспект по содержанию приближает-

ся к реферату, докладу по избранной теме, особенно если включает и соб-

ственный вклад в изучение проблемы. 

 

2. СРЕДСТВА ОЦЕНИВАНИЯ УРОВНЯ СФОРМИРОВАННОСТИ 

КОМПЕТЕНЦИЙ ОБУЧАЮЩИХСЯ ПРИ ИЗУЧЕНИИ 

ДИСЦИПЛИНЫ «ИДЕНТИФИКАЦИЯ ОБЪЕКТОВ УПРАВЛЕНИЯ» 

Вопросы для собеседования 
 

1. Проблема идентификации.  

2. Классификация методов идентификации и оценивания. 

3. Постановка задачи идентификации, исходные данные для иденти-

фикации, активный и пассивный эксперимент. 

4. Типы сигналов, применяемых при идентификации.  

5. Структурная и параметрическая идентификация.  

6. Минимизация функции невязки. 

7. Понятие об аппроксимации; постановка задачи аппроксимации. 

8. Аппроксимация функций ортогональными многочленами Чебыше-

ва. 

9. Аппроксимация функций рядами Тейлора.  

10. Аппроксимация периодических функций рядами Фурье. 

11. Оценивание параметров линейных статических моделей методом 

наименьших квадратов (МНК).  

12. Оценка качества линейной модели.  

13. Аппроксимация полиномами. 

14. Выбор весов наблюдений. 

15. Повышение качества линейной модели. 

16. Особенности нелинейного оценивания параметров, выбор формы 

модели. 
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17. Методы решения нелинейной задачи МНК.  

18. Преобразование модели к линейному виду. 

19. Среднеквадратическая регрессия; линия регрессии, коэффициенты 

регрессии; оценка качества модели.  

20. Множественная линейная регрессия. Повышение качества регрес-

сионной модели.  

21. Таблица дисперсионного анализа, критерии значимости регрессии. 

22. Пошаговая регрессия. 

23. Оценивание параметров линейных динамических моделей, выбор 

формы модели. 

24. Определение параметров динамической модели с помощью МНК.  

25. Определение параметров динамической модели с помощью метода 

площадей. 

26. Определение параметров динамической модели с помощью метода 

площадей. 

27. Статистические характеристики входных и выходных сигналов си-

стемы.  

28. Интегральное уравнение Винера-Хопфа. Частотное уравнение Ви-

нера-Хопфа. 

29. Оптимальный фильтр Винера. 

30. Анализ временных рядов, характеристики временных рядов; оценка 

регулярной и случайной составляющих временных рядов. 

31. Модели стационарных временных рядов.  

32. Модели авторегрессии.  

33. Модели скользящего среднего. 

 

Критерии оценивания компетенций 

Оценка «отлично» выставляется студенту, если он глубоко и прочно 

усвоил программный материал, исчерпывающе, последовательно, четко и ло-

гически стройно его излагает, умеет тесно увязывать теорию с практикой, 
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свободно справляется с задачами, вопросами и другими видами применения 

знаний, причем не затрудняется с ответом при видоизменении заданий, ис-

пользует в ответе материал монографической литературы, правильно обос-

новывает принятое решение, владеет разносторонними навыками и приемами 

выполнения практических задач. 

Оценка «хорошо» выставляется студенту, если он твердо знает матери-

ал, грамотно и по существу излагает его, не допуская существенных неточно-

стей в ответе на вопрос, правильно применяет теоретические положения при 

решении практических вопросов и задач, владеет необходимыми навыками и 

приемами их выполнения. 

Оценка «удовлетворительно» выставляется студенту, если он имеет 

знания только основного материала, но не усвоил его деталей, допускает не-

точности, недостаточно правильные формулировки, нарушения логической 

последовательности в изложении программного материала, испытывает за-

труднения при выполнении практических работ. 

Оценка «неудовлетворительно» выставляется студенту, который не 

знает значительной части программного материала, допускает существенные 

ошибки, неуверенно, с большими затруднениями выполняет практические 

работы. 

 

3. ОТЧЕТНОСТЬ ПО ДИСЦИПЛИНЕ 

Успеваемость студентов по дисциплине оценивается в ходе текущего 

контроля успеваемости и промежуточной аттестации. 

Процедура зачета с оценкой как отдельное контрольное мероприятие не 

проводится, оценивание знаний обучающегося происходит по результатам 

текущего контроля. 
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