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ВВЕДЕНИЕ 

Для исследования процессов, протекающих в системе, необхо-

димо получить ее математическое описание, которое может быть 

аналитическим (в виде уравнений), графическим (в виде графиков) 

или графо-аналитическим (в виде структурных схем и графов). При 

отсутствии таких навыков эффективно моделировать и конструиро-

вать системы невозможно. 

В методических указаниях приведены сведения о порядке по-

лучения математического описания систем и о правилах создания 

математических моделей типовых технологических объектов. 

ТЕМА 2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ 

ОБЪЕКТОВ И ПРОЦЕССОВ 

1  МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИСТЕМ 

1.1  Уравнения систем 

Уравнение системы отражает зависимость между ее входными 

и выходными сигналами. Оно является математической моделью, 

и при его получении всегда делаются какие-либо допущения о ха-

рактере протекающих в системе процессов. Это объясняется проти-

воречивыми требованиями к модели: с одной стороны — макси-

мальная простота, с другой — возможно более полное отражение 

свойств оригинала. В зависимости от цели исследования математи-

ческие модели одной и той же системы могут (а в ряде случаев и 

должны) быть различными. 

Если система сложная, то ее математическое описание получа-

ется в результате объединения математических моделей составля-

ющих ее элементов. 

Если свойства системы меняются только во времени, ее пара-
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метры считают сосредоточенными. Если эти свойства меняются во 

времени и в пространстве, параметры системы считаются распре-

деленными. 

Если система имеет один выходной сигнал, ее считают одно-

мерной. Если таких сигналов несколько (более одного), система 

считается многомерной (многосвязной). Соответственно изменяет-

ся ее математическое описание. 

С математической точки зрения преобразование вектора вход-

ных воздействий X(t) в вектор состояния или фазовый вектор 

Y(t) в течение времени t соответствует заданию функции 

   0)t(X),t(Y,tF  , (1.1) 

где 
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Необходимо, чтобы выполнялись условия: X(t)  X* и Y(t)  Y* 

(X* и Y* — допустимые множества входных и выходных сигналов). 

Если функция (1.1) определяет линейную зависимость выход-

ных параметров от входных, система считается линейной. В про-

тивном случае ее считают нелинейной. Если в уравнение (1.1) явно 

не входит значение времени, систему считают стационарной (ее 

свойства с течением времени не меняются). В противном случае си-

стема является нестационарной. 

Если функция (1.1) определяет изменение X(t) и Y(t) в зависи-

мости от времени, она называется динамической характеристи-

кой. Ее обычно представляют в виде систем обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений (для систем с сосредоточенными парамет-

рами) или дифференциальных уравнений в частных производных 

(для систем с распределенными параметрами). 

В инженерной практике уравнения динамики часто представ-
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ляют в нормальной форме (или в форме Коши), для чего их раз-

решают относительно старших производных по времени. Для си-

стемы, описываемой дифференциальными уравнениями первого 

порядка, нормальная форма имеет вид: 

   0Y)0(Y,)t(X),t(Y,t)t(Y  , (1.2) 

где )t(Y  — вектор производных функции Y(t) по времени, 

 

 

















)t(X),t(Y,t

...

)t(X),t(Y,t

)t(

n

1





 . 

Выражение (1.2) называется уравнением состояния системы в 

матричной форме. 

Если уравнение (1.1) определяет изменение входящих в него 

переменных вне зависимости от времени, его называют статиче-

ской характеристикой. Эта характеристика определяет поведение 

системы в установившемся режиме при t  , когда 

Y(t) = Y() = const, X(t) = X() = const: 

   0)(X),(Y,F  . (1.3) 

Статическая характеристика естественным образом получается 

из уравнения динамики путем приравнивания нулю всех входящих 

в него производных по времени.  

Для одномерных систем, описываемых дифференциальными 

уравнениями высших порядков, динамические и статические харак-

теристики имеют вид: 

   0),..t(x),t(x),t(x),..t(y),t(y),t(y,tF  , (1.4) 

   0,..0,0),(x,..0,0),(y,F  , (1.5) 

где ),..t(x),t(x),..t(y),t(y   — производные соответствующих 

порядков по времени от функций y(t) и x(t). 
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Из формулы (1.4) можно получить систему уравнений состоя-

ния (1.2) путем замены переменных: 

 
),..t(x)t(x)t(x,x)t(x)t(x),t(x)t(x

),..t(y)t(y)t(y,y)t(y)t(y),t(y)t(y

23121

23121








 (1.6) 

Пример: получить статическую характеристику и уравнения 

состояния системы по следующему уравнению динамики (коэффи-

циенты a2(t), a1(t), k(t) — функции времени): 

)t(x)t(k)t(y)t(y)t(a)t(y)t(a 12   . 

Статическая характеристика: 

).t(x)t(k)t(y   

Замена переменных: 

).t(x)t(x),t(y)t(y),t(y)t(y 121    

Система уравнений состояния (второе уравнение получается из 

динамической характеристики после замены переменных): 

 











)t(y)t(y)t(a)t(x)t(k
)t(a

1
)t(y

)t(y)t(y

1211
2

2

21




 

   

 

1.2  Линеаризация уравнений систем 

 

Уравнения реальных систем обычно являются нелинейными, 

что затрудняет их исследование. Однако в большинстве случаев их 

можно заменить приближенными линейными зависимостями, т. е. 

линеаризовать. При этом должны соблюдаться условия: 

 в системе поддерживается некоторый номинальный (рабо-

чий) режим, параметры которого )t(Y
~

 и )t(X
~

 известны; 

траектория невозмущенного движения системы (называемая 
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базовой) определяется уравнением: 

   0Y
~

)0(Y
~

,)t(X
~

),t(Y
~

,t)t(Y
~

 ; (1.7) 

 отклонения входных и величин от номинальных значений до-

статочно малы (что, вообще говоря, требует предваритель-

ного обоснования); 

 динамические и статические характеристики системы в 

окрестности рабочей точки имеют непрерывные производ-

ные по всем своим аргументам. 

Если хотя бы одно из этих условий нарушается, линеаризация 

недопустима. 

Если система состоит из нескольких элементов с известным ма-

тематическим описанием, то необходимо линеаризовать характери-

стики каждого из них. 

Приведение к линейному виду уравнений состояния (1.2) про-

водится путем разложения их правых частей в ряд Тейлора в 

окрестности рабочей точки )t(Y
~

),t(X
~

 и исключения из разложе-

ния всех производных со степенями производных выше первой: 

 

   

   .)t(X
~

)t(X
X

)t(Y
~

)t(Y

)t(X
~

),t(Y
~

,t)t(X),t(Y,t






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

















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







 (1.8) 

Все частные производные рассчитываются при номинальных 

значениях параметров.  

С учетом уравнений (1.7) и (1.8) из формулы (1.2) следует: 

 )t(X
X

)t(Y
Y

)t(Y 





 
























 , (1.9) 

где )t(Y , )t(Y , )t(X  — отклонения параметров от их но-

минальных значений. 

Используя матричные обозначения, можно получить линеари-
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зованное уравнение состояния в отклонениях: 

 )t(X)t(B)t(Y)t(A)t(Y   , (1.10) 

где 
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Коэффициенты матриц A и B рассчитываются при номиналь-

ных значениях параметров. Для стационарных систем это — кон-

станты. 

 

Пример: линеаризовать уравнения состояния системы в рабо-

чей точке )t(Y
~

),t(X
~

 и представить их в матричной форме. 


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2
1211


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Линеаризованные уравнения состояния: 
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Уравнения состояния в матричной форме: 
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   

 

Отличия уравнения (1.9) от исходной характеристики (1.2) сле-

дующие: 

 оно является приближенным, так как в процессе его получе-

ния не учитывались производные высших порядков; 

 оно является линейным не по отношению к X(t) и Y(t), а по 

отношению к их отклонениям от номинальных значений. 

Линеаризация характеристик одномерных систем, описывае-

мых дифференциальными уравнениями высших порядков, прово-

дится по аналогичной схеме. Разложение уравнения (1.4) в ряд Тей-

лора в окрестности рабочей точки ,..)x
~

,x
~

,x~,..y
~

,y
~

,y~(  , в котором 

оставлены только производные первого порядка, имеет вид: 
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














































 (1.11) 

Все частные производные рассчитываются при номинальных 

значениях параметров. Считая, что в режиме, близком к рабочему 

 ,..)x
~

,x
~

,x~,..y
~

,y
~

,y~(F,..)x,x,x,..y,y,y(F   , (1.12) 

и используя обозначения: 
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,..b
x

F
,b

x

F
,b

x

F

,..a
y

F
,a

y

F
,a

y

F

210

210


















































































 (1.13) 

можно получить линеаризованное уравнение динамики: 

 xbxbxb...yayaya... 012012    , (1.14) 

где ,..x
~

xx,y
~

yy,x~xx,y~yy     — от-

клонения фактических значений параметров и их производных по 

времени от номинальных значений. 

Используя обозначения 

 
,..x

~
b,x

~
b,x~b

,..y
~

a,y
~

a,y~a

221100

221100












 (1.15) 

можно получить линеаризованное уравнение динамики в без-

размерной (нормированной) форме: 

 xxx...yyy... 012012    , (1.16) 

где ,..x
~

/xx,y
~

/yy,x~/xx,y~/yy     — откло-

нения фактических значений параметров и их производных по вре-

мени, выраженные в долях от номинальных значений. 

 

Пример: линеаризовать стационарное уравнение динамики в 

рабочей точке )x~,y
~

,y~(  : 

)t(x2
e)t(y)t(y)t(y  . 

Функция и ее частные производные в рабочей точке: 

,e)t(y)t(y)t(y)x,y,y(F
)t(x 02    
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.be
y

F
,a

y~y

F
,ay

~

y

F x~

001
2

1
12 




















 

Линеаризованное уравнение динамики: 

)t(xb)t(ya)t(ya 001    . 

   

 

1.3  Передаточные функции систем 

 

Пусть p  d/dt — оператор однократного дифференцирования. 

Тогда pk  d k/dt k можно рассматривать как алгебраический сомно-

житель, а выражение вида pkx(t)  d kx(t)/dt k — как произведение, 

не обладающее свойством коммутативности. Опустив знак прира-

щения , уравнение (1.14) можно переписать в операторной форме: 

 )t(x)bpb(...)t(y)apapa(... 0101
2

2  , (1.17) 

 )t(x)p(B)t(y)p(A  , (1.18) 

где A(p) — собственный операторный полином, B(p) — опера-

торный полином входного воздействия. Отношение 

 
)p(A

)p(B
)p(W   (1.19) 

называется передаточной функцией системы в операторной 

форме. 

Передаточная функция (1.19) считается правильной, если по-

рядок полинома A(p) не меньше порядка B(p). Передаточная функ-

ция считается строго правильной, если порядок полинома A(p) 

больше порядка B(p). 

Используя теорему о дифференцировании оригинала [2], при 

нулевых начальных условиях уравнение (1.14) можно переписать в 

изображениях по Лапласу: 
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 )s(X)bsb(...)s(Y)asasa(... 0101
2

2  , (1.20) 

 )s(X)s(B)s(Y)s(A  . (1.21) 

Отношение изображения выходной величины Y(s) к изображе-

нию величины X(s) при нулевых начальных условиях 

 
)s(A

)s(B
)s(W   (1.22) 

называется передаточной функцией системы в изображени-

ях по Лапласу. 

Несмотря на внешнее сходство, между выражениями (1.19) и 

(1.22) существуют принципиальные различия. 

1) Передаточная функция (1.22) — не символическое, а алгеб-

раическое выражение, значение которого полностью определяет 

реакцию системы на известное входное воздействие. 

2) Использовать передаточную функцию (1.22) для математи-

ческого описания систем допустимо только при нулевых началь-

ных условиях. 

3) Использовать передаточную функцию (1.22) допустимо 

только для математического описания стационарных систем (у ко-

торых коэффициенты ai и bi в уравнении (1.14) не зависят от време-

ни). 

Передаточные функции принято записывать так, чтобы коэф-

фициент при выходной величине был равен единице, а коэффици-

ент при входной величине являлся общим множителем для всех 

слагаемых числителя: 

 
1sTsT...

)1ss(...k
)s(W

1
2

2

1
2

2







, (1.23) 

где k — коэффициент усиления системы (передаточный коэф-

фициент), Ti и i — постоянные времени (они имеют размерность 

времени в степени, равной порядку s). 
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Для многомерных систем выражения, подобные (1.18) и (1.21), 

являются матричными. В операторной форме: 

 )t(X)p(B)t(Y)p(A  , (1.24) 

где 

,

)t(y

...

)t(y

)t(Y,

)p(a...)p(a

.........

)p(a...)p(a

)p(A

n

1

nn1n

n111







































  

.

)t(x

...

)t(x

)t(X,

)p(b...)p(b

.........

)p(b...)p(b

)p(B

m

1

nm1n

m111



































  

В изображениях по Лапласу: 

 )s(X)s(B)s(Y)s(A  , (1.25) 

где 

,

)s(Y

...

)s(Y

)s(Y,

)s(a...)s(a

.........

)s(a...)s(a

)s(A

n

1

nn1n

n111



































  

.

)s(X

...

)s(X

)s(X,

)s(b...)s(b

.........

)s(b...)s(b

)s(B

m

1

nm1n

m111



































  

Из (1.25) можно найти: 

 )s(X)s(W)s(X)s(B)s(A)s(Y
1




. (1.26) 

Матрица 



















)s(W...)s(W

.........

)s(W...)s(W

)s(W

nm1n

m111
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называется передаточной матрицей системы. Каждый элемент 

Wij(s) является передаточной функцией по каналу 

«вход j  выход i». Соответственно: 

 m...1j,n...1i),s(X)s(W)s(Y jiji  . (1.27) 

Пример: найти передаточную матрицу многомерной систе-

мы, уравнения динамики которой имеют вид: 









12211

21211

xxyyy

xxyyy




 

Система уравнений динамики в изображениях по Лапласу (при ну-

левых начальных условиях): 











)s(X)s(X)s(Ys)s(Y)1s(

)s(X)s(X)s(Y)s(Y)1s(

1221

2121
2

 

Система уравнений динамики в матричной форме: 

.
1s1s

1s

1s

1
)s(A

,
11

11
)s(B,

s1s

11s
)s(A

),s(X)s(B)s(Y)s(A

23

1

2































































 

Передаточная матрица системы: 

.

)1s(s2ss

1s1s

1s

1
)s(B)s(A)s(W

23

1
























 

   

 

Если на линейную систему (одномерную или многомерную) 

действуют несколько входных сигналов, то по принципу суперпо-
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зиции можно получить ее передаточные функции по каждому из 

каналов. Так в уравнении 

 )s(G)s(W)s(X)s(W)s(Y gx   (1.28) 

величина Wx(s) является передаточной функцией по каналу 

«X  Y», а Wg(s) — передаточной функцией по каналу «G  Y».  

По передаточной функции можно получить уравнения состоя-

ния. Правильная передаточная функция вида 

 

01

01

bpb...pb

apa...pa
)p(W

n
n

n
n




  (1.29) 

является операторным представлением линейного дифференци-

ального уравнения 

 xbxb...xbyaya...ya 01
)n(

n01
)n(

n   , (1.30) 

где an  0. Если какие-либо слагаемые отсутствуют, то соответ-

ствующие коэффициенты ai и bi заменяются нулями. 

При переходе от дифференциального уравнения (1.30) порядка 

n к системе дифференциальных уравнений первого порядка необ-

ходимо учесть влияние производных от входного воздействия. Это 

достигается в ходе замены переменных [5]. 

 

   

   .xb...xbya...ya

xbyazz

.........

,xbxbyaya

xbyazz

,xbyaz

1
)1n(

n1
)1n(

n

1121

1nn1nn

1n1nn1n

nnn























 (1.31) 

Из последнего уравнения и (1.30) можно получить: 
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     .0xb...xbya...ya

xbyaz

0
)n(

n0
)n(

n

001




 (1.32) 

Из уравнений (1.31) и (1.32) находятся уравнения состояния, 

соответствующие динамической характеристике (1.30): 

 

 xbz
a

y

xbyazz

.........

xbyazz

xbyaz

nn
n

nnnn























1

111

1112

001







 (1.33) 

Система (1.33) решается при нулевых начальных условиях от-

носительно переменной zn, по значению которой вычисляется вы-

ходной параметр y. 

 

Пример: получить систему  уравнения состояния по уравне-

нию динамики: 

xx3x2yy4y3y2   . 

Выходной параметр: 

  333
3

z
2

1
xbz

a

1
y  . 

Уравнения состояния (с учетом подстановки y): 



















x2z
2

3
zz

x3z2zz

xz
2

1
z

323

312

31







 

   



18 

2  МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ТИПОВЫХ 

ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 

 

2.1  Общие правила построения математических моделей 

 

Процесс получения математической модели объекта состоит из 

следующих этапов. 

1. Изучение объекта и протекающих в нем процессов, опреде-

ление входных и выходных параметров. Входными считаются па-

раметры, целенаправленное изменение которых позволяет изменять 

состояние объекта. Изменение этого состояния отражают выход-

ные параметры. 

2. Декомпозиция объекта путем его разделения на элементар-

ные блоки и составление структурной схемы объекта. 

3. Получение математического описания каждого блока 

структурной схемы. 

В состав математической модели объекта включают: 

 уравнения материального, теплового и энергетического 

баланса, составляемые с учетом гидро- и аэродинамики потоков и 

физических свойств веществ;  

 уравнения элементарных процессов, протекающих в объ-

екте (процессов тепло- и массопереноса и т. п.); 

 теоретические и эмпирические соотношения между пара-

метрами объекта; 

 ограничения на параметры объекта; 

 допущения, упрощающие математическое описание 

(например, возможность линеаризации характеристик). 

Для построения математических моделей технологических объ-

ектов используются: 

 алгебраические уравнения для описания статики объектов 

с сосредоточенными параметрами; 

 обыкновенные дифференциальные уравнения для описа-
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ния динамики объектов с сосредоточенными параметрами или ста-

тики объектов с распределенными параметрами; 

 дифференциальные уравнения в частных производных 

для описания динамики объектов с распределенными параметрами; 

 статистические характеристики для описания объектов со 

случайной природой. 

 

2.2  Моделирование сужающих устройств 

 

Расход вещества через сужающее устройство (клапан) зависит 

от пропускной способности устройства и разности давлений на 

его входе и выходе. 

Pвх Pвыхk

 

 

Объемный расход жидкости через клапан с коэффициентом 

пропускания k равен: 

 выхвхвыхвх PPk)P,Pk,(Q  . (2.1) 

Массовый расход газа через клапан с коэффициентом пропус-

кания k равен: 

 


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
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
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вхвыхвх

вхвых

2
вых

2
вх

хыввх

P53.0P,Pk85.0

P53.0P,
2

PP
k

)P,P,k(G  (2.2) 

Второе уравнение в (2.2) соответствует сверхкритическому ре-

жиму истечения через сужающее устройство. 

Если Pвх < Pвых., то направление потока меняется на противо-

положное. Формула (2.3) учитывает этот эффект: 
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








хыввхвххыв

выхвххыввх
хыввх

PP),P,P,k(G

PP),P,P,k(G
)P,P,k(G  (2.3) 

Объемный расход пересчитывается аналогично. 

 

2.3  Моделирование пневматического объекта 

 

В емкости контролируется давление газа P. Подача газа в ем-

кость производится под давлением Pвх. Отбор из емкости произво-

дится в среду с давлением Pвых. 

 

Pвх Pвых

kвх kвых
P

 

 

Входные параметры объекта — Pвх, Pвых, kвх и kвых.  

Выходной параметр — P. 

Принятые допущения: 

 входные параметры остаются неизменными в течение всего 

времени исследования объекта; 

 температура T, при которой протекает процесс, и объем ем-

кости V считаются постоянными; 

 начальное значение 0P  известно. 

Основа для расчета — уравнение материального баланса: 

 


 mmm . (2.4) 

Зная массовые расходы Gвх и Gвых через входной и выходной 

клапаны, можно найти массы поданного и отобранного газа для 



21 

произвольного момента времени t: 

 t)P,P,k(Gm,t)P,P,k(Gm выхвыхвыхвхвхвх   . (2.5) 

Масса накопленного в емкости газа может быть найдена по его 

уравнению состояния (в первом приближении — по уравнению 

Менделеева-Клапейрона): 

 
TR

MVP
m




 , (2.6) 

где M — мольная масса газа, R — универсальная газовая по-

стоянная. 

Используя (2.5) и (2.6), из формулы (2.4) можно найти выраже-

ние для расчета контролируемого параметра P. Дифференцируя его 

по времени, можно получить динамическую характеристику: 

  )P,P,k(G)P,P,k(G
MV

TR
P выхвыхвыхвхвхвх 




 . (2.7) 

Это уравнение решается при заданном начальном условии P0. 

При построении модели необходимо учесть, что при P > Pвх или 

Pвых > P по входной или выходной линиям возникают обратные 

потоки газа (см. уравнение (2.3)). 

Структурная схема модели содержит три блока, соответствую-

щих входному и выходному клапанам и емкости. Она имеет вид: 
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2.4  Моделирование гидравлического объекта 

 

В закрытой емкости контролируется уровень жидкости h. По-

дача жидкости в емкость производится под давлением Pвх. Отбор из 

емкости производится в среду с давлением Pвых под действием гид-

ростатического давления столба жидкости высотой h и давлением 

на свободную поверхность жидкости газовой подушки Pсп. 

 

Pвх

kвх

kвых

Pвых

Pсп
H

h

S
 

 

Входные параметры объекта — Pвх, Pвых, kвх и kвых. 

Выходной параметр — h. 

Принятые допущения: 

 входные параметры остаются неизменными в течение вре-

мени исследования объекта; 

 температура T, при которой протекает процесс, поперечное 

сечение S и высота емкости H считаются постоянными; 

 жидкость является несжимаемой (ее плотность постоянна); 

 начальные значения 0h  и 0спP  известны. 

Для несжимаемой жидкости можно записать соотношение, эк-

вивалентное уравнению материального баланса (2.4): 

 


 VVV , (2.8) 

где V = Sh — объем накопленной в емкости жидкости. Объе-

мы поданной и отобранной жидкости для произвольного момента 
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времени t можно определить через их объемные расходы Qвх и Qвых: 

 
.t)P,hP,k(QV

,t)P,P,k(QV

выхспвыхвых

спвхвхвх










 (2.9) 

где  = g — удельный вес жидкости,  — плотность жидко-

сти, g — ускорение свободного падения. 

Величина Pсп меняется в процессе функционирования объекта 

при сжатии (расширении) газовой подушки. Считая этот процесс 

изотермическим (что примерно соответствует реальной ситуации) и 

зная объем газовой подушки V, можно найти 

 
hH

hH
P

V

V
PP 0

сп0
0

сп0сп








 . (2.10) 

После подстановки в (2.8) уравнений (2.9), (2,10) и значения V 

и дифференцирования (2.8) по времени можно получить динамиче-

скую характеристику объекта: 
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 . (2.11) 

Это уравнение решается при заданном начальном условии h0. 

Если емкость открытая, то считают, что H  . Величина Pсп 

в этом случае считается постоянной и равной величине атмосфер-

ного давления. 

Необходимо учесть следующие факторы: 

 если по входной линии производится подача жидкости в си-

стему емкостей, то при Pвх < Pсп Qвых = 0; 

 если отбор из емкости производится в жидкую среду, то при 

Pсп + h < Pвых по выходной линии возникает обратный по-

ток жидкости; 

 если отбор из емкости производится в газообразную среду, 

то при Pсп + h < Pвых происходит выравнивание давле-
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ний; можно считать, что исследование объекта при этом 

начинается заново, поэтому пересчитываются параметры: 

 hh,PP,hPP 0сп0спхывсп   . (2.12) 

Модель содержит три блока, которые соответствуют входному 

и выходному клапанам и емкости. Структурная схема модели, учи-

тывающей эффект выравнивания давлений, имеет вид: 
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Если подача в емкость осуществляется снизу («под уровень»), 

то при расчете Qвх необходимо учитывать противодавление столба 

жидкости и газовой подушки. 
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 . (2.13) 
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Pвх

kвх kвых

Pвых

Pсп
H

h

S
 

 

При Pсп + h > Pвх по входной линии возникает обратный по-

ток жидкости. 

 

2.5  Моделирование теплового объекта 

 

На выходе теплообменника идеального смешения контролиру-

ется температура жидкости Tвых. Подача теплоносителей с темпера-

турами Tвх1 и Tвх2 производится под давлениями Pвх1 и Pвх2. Отбор 

из теплообменника производится в среду с давлением Pвых под дав-

лением газовой подушки и столба жидкости. 

 

Pвх1 kвх1 Pвх2

kвх2

Pсп

Pвых

kвых

h

H

S

Tвх2Tвх1

Tвых
 

 

Входные параметры объекта — Pвх1, Tвх1, kвх1, Pвх2, Tвх2, kвх2, 

Pвых и kвых. 
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Выходной параметр — Tвых. 

Принятые допущения: 

 входные параметры остаются неизменными в течение вре-

мени исследования объекта; 

 геометрические размеры теплообменника — поперечное се-

чение S и высота H — считаются постоянными; 

 плотность  и удельная теплоемкость c теплоносителей яв-

ляются постоянными и не зависящими от температуры и 

давления в аппарате (строго говоря, это является очень гру-

бым приближением); 

 процесс протекает в условиях идеального смешения (теп-

лофизические и термодинамические параметры смеси оди-

наковы по всему объему теплообменника) при отсутствии 

теплообмена с окружающей средой; температура Tвых рав-

на температуре в аппарате; 

 начальные значения 0выхT , 0h  и 0спP  известны. 

Количество накопленной в емкости теплоты определится по 

уравнению теплового баланса как разность энтальпий (старое 

название — «теплосодержание») входных и выходного потоков: 

 


 WWWW 21 . (2.14) 

Для произвольного момента времени t входящие в уравнение 

(2.14) составляющие могут быть найдены по формулам: 
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 (2.15) 

где Q — объемный расход соответствующего теплоносителя. 
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Плотность и удельная теплоемкость продукта на выходе из тепло-

обменника рассчитывается с учетом объемных долей входных по-

токов: 

 2вх
2вх1вх

2вх
1вх

2вх1вх

1вх
вых

QQ

Q

QQ

Q
 


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
 , (2.16) 
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Q
c 





 . (2.17) 

После подстановки всех значений в (2.14) и дифференцирова-

ния его по времени можно получить уравнение для определения 

Tвых(t). Оно должно использоваться совместно с уравнением для 

гидравлического расчета теплообменника, аналогичным (2.11), по-

этому динамическая характеристика представляет собой систему 

дифференциальных уравнений: 
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 (2.18) 

Система (2.18) решается при начальных условиях 0выхT  и 0h . 

При построении модели теплообменника необходимо учиты-

вать, что входящие в нее величины расходов зависят от уровня h 

либо прямо, как Qвых, либо косвенно через Pсп, как Qвх1 и Qвх2. Соот-

ветственно переменными будут значения вых и cвых. 

 

2.6  Пример моделирования технологического объекта 

 

Дана система открытых гидравлических емкостей, отбор из ко-

торых производится в газообразную среду с атмосферным давлени-

ем. Известными считаются поперечные сечения S1, S2 и начальные 
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значения уровней h10 и h20. Величины 10h  и 20h  принимаются рав-

ными нулю (система находится в равновесии).  

В момент времени t = 0 давление на входе и коэффициенты 

пропускания клапанов скачкообразно изменяются, принимая зна-

чения Pвх, k1, k2 и k3, что выводит систему из равновесия и стано-

вится причиной изменения уровней h1 и h2. 

 

Pвх

k1

k2

Pатм

h1

S1

Pатм

h2

S2
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Модель системы образуется путем объединения моделей емко-

стей (см. п. 2.4). Она имеет следующую структуру: 
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В частном случае, когда h10 > h20, система уравнений динами-

ки имеет вид: 
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 (2.19) 

Примечание: В (2.19) не учитывается возможность обрат-

ного потока жидкости по линии, соединяющей емкости. 

 

Модель (2.19) корректна, если правые части уравнений имеют 

размерность h . 
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Система (2.19) решается при заданных начальных условиях од-

ним из численных методов [8]. 

Нелинейная статическая характеристика образуется из (2.19) 

путем приравнивания 1h  и 2h  нулю. После ее преобразования по-

лучается система уравнений для определения установившихся зна-

чений уровней в емкостях: 
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 (2.20) 

Примечание: система уравнений статики не всегда аналити-
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чески разрешается относительно выходных параметров. В этом 

случае для их определения используют численные методы [8]. Зна-

чения h1уст и h2уст могут также быть найдены путем численного 

решения системы (2.19) при t  . 

 

Система уравнений (2.19), записанная в виде 
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может быть линеаризована в точке, соответствующей устано-

вившемуся режиму. Значения частных производных по аргументам 

функций 1 и 2, рассчитанные при значениях h1уст, h2уст, Pвх, k1, k2 

и k3, равны: 
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Очевидно, что параметры Pвх, k1 и h2 увеличивают значение 

уровня h1, а параметр k1 его уменьшает. Уровень h2 увеличивается 

под влиянием h1 и k2 и уменьшается под влиянием k3. 

Система линеаризованных уравнений динамики в отклонениях 

параметров от их номинальных (установившихся) значений имеет 

вид: 
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Математическая модель (2.22) корректна, если слагаемые в 

правых частях уравнений имеют размерность h . 
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Система линеаризованных уравнений динамики в матричной 

форме: 
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Опустив знак приращения , систему (2.22) можно переписать 

в операторной форме и в изображениях по Лапласу (при нулевых 

начальных условиях): 
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Примечание: несмотря на то, что значения Pвх, k1, k2 и k3 по-

стоянны при t > 0 , в системе (2.25) учитывается, что в начальный 

момент времени они изменяются скачкообразно, т. е. 
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Система уравнений (2.25) в изображениях по Лапласу: 
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Коэффициенты передаточной матрицы W(s), являющиеся пере-

даточными функциями системы по различным каналам 

«вход  выход», равны. 
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3  ТРЕБОВАНИЯ К ДОМАШНЕМУ ЗАДАНИЮ 

 

При выполнении домашнего задания студент должен: 

 изучить правила построения математических моделей тех-

нологических систем; 

 изучить правила линеаризации математических моделей; 

 получить нелинейную математическую модель системы с 

заданной структурой, включающую динамическую и статическую 

характеристики; путем проверки размерности параметров доказать 

корректность модели; построить структурную схему модели; ис-

следовать поведение системы в динамическом и статическом режи-

мах; 

 линеаризовать полученную модель в точке, соответствую-

щей установившемуся режиму системы; путем проверки размерно-

сти параметров доказать корректность линеаризованной модели; с 

помощью линеаризованной модели исследовать поведение в дина-

мическом и статическом режимах; 

 получить передаточные функции системы по всем каналам. 

Домашнее задание выполняется по варианту, указанному пре-

подавателем. Для каждой подзадачи приводится ее условие, содер-

жательные рассуждения, определяющие порядок решения, вывод 

конечных закономерностей, анализ полученных результатов. До-

стоверность решения необходимо подтвердить расчётами на ком-

пьютере с использованием соответствующих программных средств 

(MathCAD, MatLab). 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Что считается математической моделью системы? Как она 

представляется в общем виде? 

2. В чем отличия моделей одномерных и многомерных си-

стем, линейных и нелинейных систем, стационарных и нестацио-

нарных систем, систем с сосредоточенными и с распределенными 

параметрами? 

3. Что считается динамической и статической характеристи-

кой системы? Что такое уравнения состояния системы? 

4. При каких условиях допустима линеаризация уравнений 

систем? Каковы особенности линеаризованных характеристик? 

5. По каким правилам выполняется линеаризация уравнений 

систем? 

6. Что такое передаточная функция системы? Как она получа-

ется в операторной форме и в изображениях по Лапласу? В чем от-

личия передаточных функций в операторной форме и в изображе-

ниях по Лапласу? 

7. Как получаются уравнения состояния системы по ее пере-

даточной функции? 

8. По каким правилам строятся математические модели тех-

нологических объектов? 

9. Как строятся модели типовых технологических объектов? 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО 

РЕШЕНИЯ 

 

Задача 1. Исследовать поведение системы пневматических ем-

костей. Найти зависимости давлений в каждой емкости и массовых 

расходов по каждой линии от времени. Найти зависимость давле-

ния в каждой емкости от Pвх в установившемся режиме. 

 

kвх k1 k2 k3
1 2 3

Pвх

 

 

Считать, что сброс газа производится в атмосферу (Pатм = 0,1 

МПа). Для расчетов принять R = 8314 Дж/(кмольК), T = 293,15 К, 

M = 28,9 кг/кмоль (для воздуха). Вариант задания выбрать из таб-

лицы. 

 

№ 
Pвх, 

МПа 

P0, МПа V, м3 k106, кгс-1МПа-1 

1 2 3 1 2 3 вх 1 2 3 

1 0,5 0,3 0,2 0,4 1 1 1 2 1 1 3 

2 0,3 0,1 0,2 0,4 2 1 4 1 2 1 2 

3 0,2 0,2 0,5 0,3 3 2 2 3 1 2 1 

4 0,4 0,3 0,4 0,1 4 2 3 1 1 2 2 

5 0,6 0,5 0,4 0,2 4 3 3 1 2 3 2 

6 0,4 0,4 0,4 0,4 3 3 2 2 3 1 3 

7 0,3 0,1 0,2 0,2 2 4 4 3 1 2 1 

8 0,5 0,3 0,3 0,2 1 4 1 2 1 3 2 

9 0,4 0,4 0,2 0,3 2 3 2 1 2 2 1 

10 0,3 0,5 0,1 0,4 3 2 4 2 1 1 3 

Примечание: запись вида k106 = 2 кгс-1МПа-1 означает, что 

значение k = 210–6 кгс-1МПа-1. 
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Задача 2. Исследовать поведение системы гидравлических ем-

костей. Найти зависимости уровней в каждой емкости и объемных 

расходов по каждой линии от времени. Найти зависимость уровней 

в каждой емкости от Pвх в установившемся режиме. Варианты схем 

даны ниже. 

 

1) 
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3

 

2) 
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2 3
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2 3

 

5) 
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Pвх 1 2

3

 

6) kвх k1 k2

k3

Pвх

1 2

3

 

7) kвх

k1 k2 k3

Pвх 1 2 3

 

8) 

kвх k1 k2 k3

Pвх

1 2 3

 

 

Считать, что сброс жидкости производится в атмосферу 

(Pатм = 0,1 МПа). Для расчетов принять  = 1000 кг/м3 (для воды), 

g = 9,80665 м/с2. Гидростатическое давление h выражать в мега-

паскалях. Вариант задания выбрать из таблицы. 

 



 

Таблица — Варианты заданий к задаче 2 

 

№ схема 
Pвх, 

МПа 

Pсп0, МПа h0, м H, м S, м2 k, м3с-1МПа-1/2 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 вх 1 2 3 

1 1 0,15 0,10 0,11 0,12 2 5 4 6 7 8 5 2 3 1,0 0,8 1,2 1,3 

2 2 0,20 0,06 0,10 0,09 7 3 5 8 9 6 4 3 5 1,1 0,9 1,2 0,7 

3 3 0,35 0,09 0,21 0,08 5 5 5 7 8 8 3 4 4 0,9 1,0 1,1 1,2 

4 4 0,25 0,11 0,10 0,12 1 4 5 9 6 7 5 4 2 1,2 1,1 1,1 0,8 

5 5 0,40 0,07 0,10 0,17 5 7 3 6 9 8 4 3 3 0,8 1,2 1,0 1,1 

6 6 0,30 0,20 0,12 0,08 4 5 2 7 7 8 3 2 5 1,1 1,2 1,0 0,9 

7 7 0,20 0,50 0,04 0,27 6 4 5 8 8 8 5 2 4 0,9 1,1 0,9 1,0 

8 8 0,35 0,10 0,12 0,09 5 6 5 7 9 6 4 3 2 1,0 1,0 0,9 1,0 

9 1 0,30 0,10 0,09 0,12 7 6 5 9 8 8 3 4 3 1,0 0,8 0,8 0,9 

10 2 0,40 0,08 0,09 0,10 7 5 6 8 7 8 5 4 5 1,1 0,7 0,8 1,1 

11 3 0,25 0,20 0,19 0,15 5 5 4 6 6 9 4 3 4 0,9 0,8 0,7 0,8 

12 4 0,50 0,30 0,25 0,15 4 5 6 7 8 7 3 2 2 1,2 0,9 0,7 1,2 

13 5 0,10 0,07 0,08 0,09 8 7 6 9 9 9 5 2 3 0,8 1,0 1,2 0,7 

14 6 0,20 0,40 0,09 0,04 3 5 4 9 8 7 4 3 5 1,1 1,1 1,1 1,3 

15 7 0,40 0,10 0,23 0,14 4 5 1 7 7 7 3 4 4 0,9 1,2 1,0 0,8 

16 8 0,30 0,12 0,22 0,10 6 7 5 8 8 9 5 4 2 1,0 1,3 0,9 0,7 

 



 

 

Задача 3. Исследовать поведение теплообменника идеального 

смешения. Найти зависимости температуры и объемного расхода на 

его выходе от времени. Схемы аппарата даны ниже. 

 

1) 

k1 k2

k3  

2) 

k1

k2

k3  

3) 
k1 k2

k3  

 

Считать, что сброс жидкости производится в атмосферу 

(Pатм = 0,1 МПа). Для расчетов принять g = 9,80665 м/с2. Гидроста-

тическое давление h выражать в мегапаскалях. Вариант задания 

выбрать из таблицы. 

 

№ схема h0, м H, м S, м2 
Pсп0, 

МПа 

P, МПа k, м3с-1МПа-1/2 

1 2 1 2 3 

1 1 4 6 3 0,08 0,20 0,15 0,9 1,3 0,8 

2 2 5 7 5 0,07 0,11 0,12 1,0 1,2 1,2 

3 2 6 7 4 0,09 0,14 0,12 1,1 0,7 1,1 

4 3 4 8 6 0,11 0,18 0,20 1,2 0,9 1,3 

 

№ 
T, К , кг/м3 c, Джкг-1К-1 

1 2 1 2 1 2 

1 470 320 900 850 2300 1700 

2 390 310 980 760 4200 1800 

3 330 490 870 780 3800 2300 

4 480 330 920 990 2400 4100 

 


